Wiktor O k t a b a (Lublin)

MATEMATYCZNE MODELE DOSWIADCZEN
POJEDYNCZYCH, WIELOLETNICH I WIELOKROTNYCH

1. Wstep

1.1. Przeglad literatury i streszczenie. Analiza variancji jest
technikg statystyki matematycznej o znaczeniu wzrastajgcym

w zastosowaniach, szczegélnie przy wykorzystywaniu elektromicz-
nych maszyn cyfrowych. Podstawg zastosowari jest teoria ogdélne j
hipotezy liniowej (por. Oktaba [43]), w ktérej wazng role grajg
macierze idempotentne (por. Aitken [1] i Craig [11]) oraz meto-
da konstruowanie macierzy blokowych dla ukXadéw eksperymentalnych
(por. Oktaba [45]). W niniejszej pracy wykorzystuje sie te wyniki
oraz podstawowe twierdzenie zwigzane z rozktadami form kwadrato-
wych (por. Rao [52],Graybill i Marsaglia [20]). Podano teoretycz-
ne uzasadnienie testéw istotnoéci opartych na analizie wariancji
dla modeli matematycznych odpowiadajgcych dodwiadczeniom po jedyn-
czym i wielokrotnym w przypadku nastgpujgcych ukadéw eksperymen-
talnych: 1) kompletnej randomizacji, 2) blokéw kompletnie zrando-
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mizowanych, 3) kwadratu Yaciriskiego, 4) pojedynczo rozszczepio-
nych jednostek eksperymentalnych (por. Cochran i Cox [10], Pe-
derer [14], Graybill [19], Oktaba [41],[42], Kempthorne [25]).
Rogzpatrzono modele przy zaXozeniu, Ze obserwacje sg niezalezne
i majg rozkzady normalne z jednakowymi wariancjami. Podobnie
jak dla modelu statego, dla modelu mieszanego (por.§ 3.8) wyko-
rzystano w ANOVA tzw. operatory rzutowe, wyznaczono macierz ko-
wariancji i udowodniono szereg podstawowych twierdzen, ktére
umozliwia jg stosowanie dokZadnych lub przyblizZonych testéw is-
totnosci F w zaleZnosci od postaci wartodci oczekiwanych form
kwadratowych.

Korzystajgc z notacji macierzowej udowodniono, ze formy kwa-
dratowe bedgce sumami kwadratéw dla kolejnych Zrédek zmiennosdci
analizy wariancji majg przy zaXozeniu sZusznosci hipotez zero-
wych rozktady chi-kwadrat z liczbami stopni swobody réwnymi rze¢-
dom macierzy tych form kwadratowych.

Nalezy zauwazyé, ze dla znalezienia rozkiadu form kwadrato-
wych uzywano niekiedy metody wyznaczania rz¢déw macierzy tych
form i stosowano twierdzemie Cochrana (por. Kempthorne [25]).
Moze korzystnie jszgq jest metoda oparta na twierdszemiach o rogkla-
dzie form kwadratowych, ktérych macierze sgq macierzami idempo-
tentymi (por. np. twierdzenie 1.5.1). Prowadzi ona do testu F
zalesnego od.tych form (por. Graybill i Marsaglia [20]).

W paragrafie ostatnim, 3.9, podano krétki przeglgd czterech
prac traktujgcych dodwiadczenia wielokrotne metodg analizy wielu
gmiennych.

1.2. Notacja. Oto znaczenia niektérych symboli uzytych w tekécie.
Macierze bedziemy oznaczali duzymi literami: A, B, C, I, 5& oo
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a wektory kolumnowe maiymi literami ZYaciriskimi lub greckimi:

I %, & R Povee o Macierzy A o n wierszach i p kolumnach przy-
pisujemy znak A. Macierz jedynkowg tj. macierz, ktérej elemen-
tami sg same J:(fynki oznaczamy przez E a wektor jedynkowy o n

np
wepéirzednych, z ktérych kazda jest jedynkg przez E_, natomiast

B
macierz jedynkows o wymiarze nxn oznaczamy krétko przez E.
Znak ln okreéla macierz jednostkowg o wymiarze nxn. Rzgd ma-
cierzy A przedstawia symbol r(A). Niech A" i y  oznaczajg ma-
cierz przestawiong macierzy A i wektor wierszowy odpowiadajgcy
wektorowi kolumnowemu y.

Znek P rezerwujemy dla Sredniej populacji a$ dla macierzy
kowariancji wektora y.

Wprowadzamy réwniez nastepujgcy symbol

4 0...0
(1.2.1)  diag(Ay,Apy+c-d;) = |Q A5... 0 |,
Q gl..%

gdzie 51 ,52, .o .,Ac 8§ macierzami.

1.3. Definicje. Przedstawiamy niektére podstawowe pojecia z alge-
bry, rachunku macierzowego i statystyki matematycznej (por.Searle
(631).

Definicja 1.3.1. Wyrazenie postaci I’H' gdzie x'=[y1,y2,
. ..,yn] Jest wektorem wierszowym, natomiast A =[a.:u]1;l i, j=1,2,
++..,n, macierzg symetryczng, nazywamy formg kwadratowg n zmien-
nych F92Toreees¥y 1 definiujemy jako

(1.31) Z’_A! - g ﬁ 8y 47375 -
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Porma kwadratowa jeet wielomianem drugiego stopnia wzgledem
A STR PTEEETY A0

Definicja 1.3.2. Porm¢ kwadratows y Ay nazywamy dodatnio
okreélong, jedli y'Ay>0 dla kezdego y # 0. Wtedy maciers A
nazywamy dodatnio okreélonsg.

Definicja 1.3.3. Formg¢ kwadratows y Ay nasywamy dodatnio péi-
okreslong, gdy y Ay >0 dla kazdego y # 0, przy czym y Ay=0 dla
co najmniej jednego y # 0. Wtedy macierz A nazywamy dodatnio
péXokredlong.

Definicja 1.3.4. Macierzami nieujemnie okredlonymi nasywamy
macierze, ktére sg dodatnio okredlone lub dodatnio péokredlone.

PrzykZad 1.3.1. Jezell y oznacza wektor n obserwacji, to suma

kwadratéw
{1.3:1) x'x = I'_II = 2: yi ’ZIZ

Jest formg kwadratowg dodetnio okreélong, a sums kwadratéw
odchylen
(1.3.2) n8® =3 (3-9% =1y - -Q%lﬁ =y @-gBx
jest formg kwadratowg dodatnio péXokreélong. Forma ta Jjest sersm
dla y = k_E_n, gdzie k jest dowolng staig.

Definicja 1.3.5. Macierz A nazywamy ortonormalng, gdy
A'A=a4" =1

Definicja 1.3.6. Wartoéciami wZzasnymi lub pierwiastkami charak-
terystycznymi maciersy 4 nn.synﬁy pilerwiastki 3‘1""'}& réw-
nania &

1A‘Al‘ 'o,
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gisie |A -)I| okreéla wyznacznik macierzy A - AI.

Definicja 1.3.7. Wektorem wiasnym macierzy A naszywamy taki
niegzerowy wektor x, ze ‘
(1.3.3) Ax =Ax 1ludb (A -AD)x = 0,
gizie A jeat wartodciq wlasng macierzy A.

Definicja 1.3.8. Kowariancjg miedsy zmiennymi losowymi ¥y
oras y; o $rednich E&(yy) =p,; oras é(yj) = 4y nasywamy

(1.3.4)  Oov(y;,yy) =634 = &(yy - py)(y; - py) (1,3=1,...,0)
Gdy i = j, to kowariancja nosi nazwg wariancji i jest postaci
(1.3.5) di = 611 = 8(’1 -}*1)2 (131,oo¢,n)
Definicja 1.3.9. Macierzg kowariancji wektora losowego
I'= [¥ys++s¥,] nasywumy macierz symetryczng ¢y postaci

2
67 S12 +++ S

(1.3.6) L = ez (z-p) = ey =g, ]=[6,, 62 ... 8y

o T A2
nl "n2 "'dn

gdeie
(1.3.7) )f‘ ey’ =[/‘*1""'/“n] = [871""’ Eyn]

Definicja 1.3.10. Sume¢ diagonalnych elementéw macierzy A na-
gywany Sladem macierzy i oznaczamy przez o

(1-3-8) tr(A) = ﬁ‘ii

Definicja 1.3.11. Iloczynem kroneckerowskim macierzy

nAn =4 = [31.1] oraz p% =§_=[ka] nazywamy macierz
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818, 858, .08y B
(1.3.9) C=A®B = [|8,B, 8,,B,c.0,8,B = [aijg]

SaiB OB s

przy czym C = [“133] (i=1,2,...,m; j=1,2,...,n) jest macierzg
o wymiarach mp X nq.

2

Macierz A nazywamy idempotentng gdy A~ = A. Dla danej macierzy

X przez operator rzutowy rozumiemy macierz
(1.3.10) P=xx'D7'Y

Gdy macierz ;"; jest osobliwa, to na miejsce macierzy odwrotnej
(;'g)" wstawiamy tzw. uogélniong macierz odwrotng (X'X)” . Przes
uogélniong macierz odwrotng macierzy A rozumiemy macierz A‘,
ktéra speinia warunek AA"A = A. Zauwazmy, %Ze macierz P jest
idempotentns. Istotnie, wobec X'X(X'X)™' = I mamy

(1.3.11) 22 =R = XX’ '2@ D72 = x@D7' X' =B

0 waznym znaczeniu macierzy idempotentnych w teorii ogélmej linio-
wej hipotezy wiadomo byXo od 1943 roku (por. Craig [11] i Aitken
[1]). W pracy Graybilla i Marsaglii [20] przedstawiono i udowod-
niono szereg twierdzedi o macierzach idempotentnych i podkreélono
zalety z ich wykorzystanie w teorii hipotezy liniowej. W niniej-
szej pracy wykorzystujemy te rezultaty i wiele innych dla przed-
stewienia teorii hipotezy liniowej w odniesieniu do podstawowych
uktadéw eksperymentalnych pojedynczych i wielokrotnych.

1.4. Twierdzenia podstawowe

Twierdzenie 1.4.1. Dla dowolnej nieosobliwej macierzy P ma-
cierz P'AP jest dodatnio (p6i-) okreélona, gdy macierz A jest
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dodetnio (p6x-)okreslona (por. Searle [62]).

Twierdzenie 1.4.2. Wszystkie pierwiastki charakterystyczne

dodatnio (péi-)okreélonej macierzy s dodatnie (nieujemme).
Wniosek. Macierze dodatnio péZokreslone sg osobliwe. Majg one
jeden lub wigcej pierwiastkéw charaskterystycznych réwnych zeru,
a wigec ich wyznacznik jest zerem. Twierdzenie odwrotne nie jest
prawdziwe, gdys macierze osobliwe nie sg na ogéz dodatnio péz-
okreslone.
Iwierdzenie 1.4.3. Suma dodatnio (péZ-)okreélonych macierzy

jest dodatnio (pé%-)okreélona.
Twierdzenie 1.4.4. Macierz symetryczna majgca pierwiastki cha-

rakterystyczne réwne 1 i 0 jest idempotentna.
Twierdzenie 1.4.5. Jedli A 1 gt 8§ macierzami symetrycznymi
i ;é jest dodatmio okreflona i ponadio macierz A §¢ me pier-

wiastki charakterystyczne O i 1, to macierz A g; jest idempo-
tentna. :

Twierdzenie 1.4.6. Gdy wektor losowy y jest sumg wektordéw lo-
sowych postaci
(1.4.3) I = Li%q + gy booot Iyl
gdzie ;1,52,...,31‘ 8§ macierzami, & &,,%5,«c¢,% nieskorelo-
wanymi wektorami losowymi z r wspéirzednymi tj. wektorami, dla
ktérych zerowymi sg nastepujgce macierze kowariancji

;tui’uj = cov(ald),p(3)) = 0, «f =[a{¥),...,alV],

& =[u$9, ...,bi,i)]

(i # J; i,j = 1,2,ooo’k; ’t- 1,2,...,1‘)

to macierzg kowariancji wektora y jest
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(1.4.4) zy=£$1!{"“*&¢k§;=;-ﬁ 1%y

gdzie §é1""’§§k sg mecierzami kowariancji odpowiednio wekto-
réw KqpooesSEye

Uwaga 1.4.1. Twierdzenie 1.4.6 moze znalefZé zastosowanie

w teorii mieszanych ukadéw eksperymentalnych (por. 3.8).
Uwege 1.4.2. Uogblnienie twierdzenia 1.4.6 (por. Oktaba [46]

wzér (2.5.13)) na przypadek skorelowanych wektoréw losowych

qp+eey%, nie przedstawia trudnosci.

Przypominamy szereg dalszych podstawowych twierdzei.
Twierdzenie 1.4.7. Gdy A2 = A, to

(1.4.5) r(a) = tr(a) =;:}\i,

gdzie Ai 88 plerwiastkami charakterystycznymi macierzy A.
Twierdzenie 1.4.8. Cyklicznie komutatywng wiasnodé iloczynu

macierzowego wyrazajg relacje
(1.4.6) tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB), tr(AB) = tr(BA).
Poniewaz forma kwadratowa jest skalarem, wigc jest réwna swemu
$ladowi, a zatem
(1.4.7) ¥'Ay = tr(z'Ay) = tr(Agy ).
Nadto korzystaé bedziemy z prostej relacji
(1.4.8) tr(A £ B) = tr(aA) = tr(B).
Interesujemy sig réwniez warto$ciemi oczekiwanymi i wariancjami
form kwadratowych.

Twierdzenie 1.4.9. Gdy &) =pm 1 ¢ . $ , o

(1.4.9) &(y° Ay) = p'Ap + tr(a $ i
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Dowéd: Wobec i = &(yy’) - ﬁ;&' mamy &(yy') = i +/g.ﬁ'.
Stgd
&(y'Ay) = &(tr(ayy’)) = tr[é&(n')] =tr(A ;\»&#’)ar(g i)w}# .
Méwimy, ze  p-wymiarowa zmienna losowa (p-wymiarowy wektor loso-

wy) ¥ =[y1,y2,...,yp]' ma rozkiad normalny, gdy jej gg¢stoscig

prawdopodobieristwa jest

i S | =9
2y) = 2yy,-eepy) = @) 2 IF] Zemp- J- w0 - @- 2]

co notujemy réwniez jako

T— ¥ Z)
gdzie M= E(y) = [£y1, EYpsecsy Eyp] jest wektorem wartosdci ocze-
kiwanych p zmiennych Fyseoes¥, 8 ¢ - ich macierzg kowariancji

dodatnio okres$lons.

Twierdzenie 1.4.10. Gdy y - N()g, $ ), to (por.Searle [62],
Lancaster [29])

(1.4.10) Cov(y,y'ay) = 2 3£ ap,

(1.4.11) Var(y'Ay) = 2tr(a $ )2 + 4 #,’-A-i'é-}_x .
Oto wZasnoéci iloczynu kroneckerowskiego macierzy:

(1.4.12) (A®B)(C®D) = AC®BD przy odpowiednich wymiarach

macierzy A i C oraz B i D,

(1.4.13) (4®B)"' = a7 @8,
(1.4.14) (A®B) = A'®E’,
(1.4.15) (A+B)®(C +D) = (A®C)+(A®D)+(B®L)+(B®D),

(1.4.16) A@(g@g):(g@g)ég = AQB®C - prawo Zgcznosci,
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(1.4.17) %mQP%J =|a|%(B|" ,
(1.4.18) tr(A®B) = (tr A)(tr B),
(1.4.19) E,®E =E  ,

(1.4.20) L®L, =1,

(1.4.21) E®E= E .

PP 4a pq,pq

Uwaga. Wykazemy, ze
(t=4.22) r() = tr(®) =t ,

gdzie X ma wymiary n xt (por.(1.3.10)). Istotnie, poniewaz P
Jest macierzq idempotentng, wiec

(@) = (@) = t[x@Dn 1],
a wobec (1.4.6) mamy dalej
r(2) = tr[2Z XD = tr(zy) =
1.5. Rozklédy form kwadratowych i ich stochastyczna niezaleznodé

Jezell zmienne losowe Yys++++Y¥, majg niezalezne i normalne

rozkiady ze $rednimi réwnymi zero i warianc jami réwnymi 1, to

2
g

ktérg oznaczamy przez xi » a centralny rozk¥ad chi-kwadrat z n

gmienna losowa

stopniami swobody.

Jezeli zmienne losowe Yqs+++»¥, maj§ niezalezne i normalne roz-
k¥ady ze Srednimi odpowiednio réwnymi Mqseee My (z ktérych co
najmniej jedna jest rézna od zera) i wariancjami réwnymi 1, to

zmienna losowa
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=

2
ktérg oznaczymy przez X (n,\) ma niecentralny rozkad chi-kwa-

drat z n stopniami swobody i parametrem niecentralnos$ci
~_ 1 2
A= 3 Zfbi

¥ notacji macierzowej odnotowujemy te¢ definicje¢ nastgpujgco:
Jezeli y - N(#.,:_[), toyy — X'z(n,l), gdzie QA= %}i/ﬁ przy

cym pr = [fyaeeap]
Twierdzenie 1.5.1. Gdy y — N(,_;_., ¢ ), to

(1.5.1) yAy — X2 [v,A], gdzie v=r(a) 1 A=3% SAp

wtedy i tylko wtedy, gdy A $ jest macierzs idempotentns.
¥niosek 1.5.1. Gdy y — N(0,I), to

(1.5.2)  y'Ay — X2 wtedy i tylko wtedy, gdy A° = A 1 r(a)=r.
"niosek 1.5.2. Gdy y — N(Q, 6% I), to

(1.5:3) I’H-—Xz wtedy i tylko wted dy A% =24
(1.5. <z - y y wtedy, gdy -

i z(d)= o-

Gdy dwie zmienne losowe sg niezalezne, to ich kowariancja jest
»6wna zeru. Natomiast, gdy dwie zmienne majg kowariancjg¢ rdéwng
zero, to sg niezalezne gdy wiadomo, Ze majg rozkiady normalne.

wierdsenie 1.5.2. Gdy y — N(g, $), to y'Ay i By sa
niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy B $ A =0 (iloczyn A $ B

moze nie istnieé).

Twierdzenie 1.5.3. Gdy y — N(#-, $ ), to formy kwadratowe
YAy 1 y'By oa niesalesne wtedy i tylko wedy, gy AL B =0
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(lub B ;ﬁ A=0).
W twierdzeniu tym nic nie méwi sig¢ o rozkzadach form kwadratowych,
choé¢ najczesciej w zastosowaniach rozkady te s§ rozkiadami chi-
kwadrat.

Twierdzenie 1.5.4. Niech y — l(})_\,, l) i niech macierz sy-

metryczna A, o wymiarach nXn bgdzie rzedu r(Ay) = kg (1=
= 1y¢+4,0). Nadto niech A = ;; Ay bedzie macierzg symetryczng
rzedu r(A) = k. Wtedy

(1.5:4) YAg— X2 (g, Fptayw
i l’éil 8g wzajemnie niezaleine oraz
I,H g %’2(k’ %/-‘l&#)

wtedy i tylko wtedy, gdy

1) dowolne dwie z nastepujgcych relacji sg prawdziwe:

a) Ay i jest idempotentna dla wszystkich i ,
b) Ay gg Aj = 0 dla wezystkich 1<j,
c) A $ jest idempotentna,

lub 2) jest prawdziwa relacja c) i d) k = é ky,

lub 3) jest prawdziwa relacja c) i e) A ¢ i A(p_” $

8§ idempotentne i Ap i jest macierzg okreslong nieujemnie.
Dowéd tego twierdzenia przedstawiony przez Graybilla i Marsaglie
[20] jest dxugi. Dowéd podany przez Searle a [63] jest krétessy
od dowodu Banerjee [2]. UlepszyX go Loynes [30] w oparciu o nas-
tepujgcy lemat.
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Lemat Loynesa. Jes§li B jest macierzg symetryczng i idempo-
tentng a Q - symetryczng i nieujemnie okreslong i jesdli I-B-Q
jest nieujemnie okreslong, to BQ = QB = 0.

Wniosek 1.5.3. (twierdzenie Cochrena). Gdy y — §(0,I,) 1 Ay
jest macierzg symetryczng rzedu r('Ai) = r, (L =1,...,p), gdzie

g Ay =1, %o !'éix (1 =1,2,...,p) 88 niezaleine i majg

roskrady X2 , wtedy i tylko wtedy, gdy f_‘{ r, = n.
1
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2. Podstawowe uklady eksperymentalne

2.1. Wstep

W rozdziale tym rozwazamy cztery nastgpujgce podstawowe ukiady
eksperymentalne: 1) kompletnej randomizacji, 2) blokéw kompletnie
zrandomizowanych, 3) kwadratu tacinskiego i po jedynczo rozszcze-
pionych jednostek eksperymentalnych.
Przedstawiamy dla nich kolejno: 1) opis ukZadu i zaZozenia,
2) dowéd tozsamodci wystgpujacej w analizie wariancji tj. dowdd
podziatu formy kwadratowej na k sktadnikéw, 3) twierdzenie, ze
sumy kwadratéw SS; (i=1,2,+.+,k) 88 parami niezalezne, 4) twier-
dzenie, ze przy zaXozeniach normalnosci i niezaleznosci wspéirzed-

nych wektora obserwacji y formy kwadratowe

Ss v A
(2.1.1) -‘;-’5=x—6%-§ (4 = 1,2,400,k)
e e

majg rozkiady chi-kwadrat z Vi = r(Ai) stopniami swobody, gdzie
88y = x'éix jest sumg kwadratéw i-tego £rddia zmiennosci, a

63 I - macierszq kowariancji wektora obserwacji y, 5) wartosci
oczekiwane form kwadratowych i 6) testy istotnodci dla wnioskowa-
nia o istotnoéci réznic migdzy obiektami.

2.2. UkXad kompletnej randomizacji

I. Uktad kompletnej randomizacji jest prostym uk*adem eksperymen-
talnym, w ktérym stawiamy wymegenie, aby jednostki eksperymental-
ne stanowily jednorodny materiai. Problem polega na poréwnywaniu

¢ réznych obiektéw przydzielonych losowo n jednostkom eksperymen-
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talnym w ten sposéb, ze i-ty obiekt (i=1,2,...,¢) otrzymje n,
jednostek. Wtedy

(2:2:1) gf; n; = n.

UkZadowi temu odpowiada model matematyczny postaci (por. Oktaba
(41])

(2.2.2) Fij =pareggmptogresy (1=1,2,000,03051,2,..0n4),
gdzie yij oznacza j-tg obserwacje i-tego obiektu,/x - drednig
ogélng pOpulacji,/¢ § = Srednig i-tego obiektu, o =/Ai-/w -
efekt i-tego obiektu, €44 - bzgd doswiadczalny zwigzany z Vyj°
Poza statymi wielkosciami /A,}ki oraz oy w modelu wystepujg
zmienne losowe: Yij oraz eij' Zgktadamy, ze zmienne s§ niezalezne
i majg rozkiady normalne odpowiednio ze $rednimi /Li oraz 0 i z
warianc jg 63. Zapisujemy ten fakt krétko jako

(2.2.3)  yy;— WN(y,62), e, — WN(0,63).

Symbol NN oznacza rozkiad "normalny i niezalezny".
Macierzowo notujemy jako

(2.2.4) y — n(/i.,cﬁ I 1w e—ux,621D,
gdzie
(2.2.5) 5. [711'5'12""'ch¢]' 2= [911'912""’%%]

sg odpowiednio wektorami wierszowymi n obserwacji i tyluz biedéw
eksperymentalnych, natomiast M jest wektorem o sktadowych
}H""’Fb a 6§ I - macierzg kowariancji wektora y lub wektora
bigddéw e. Model postaci (2.2.2) w notacji macierzowej przybiera
ksztaxt

(2.2.6) I=Xp+e
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gdzie

(2.2-7) &=§B=§#+§2§

(2.2.8) X=X =X, iX X =E
n,c+1 [n} ;i]' Tei Se

natomiast

(20209) 53 [“1,oo-, “c]

jest wektorem efektéw obiektowych a

(2.2.10) p=[p =T
wektorem parametréw Moo Oqpaney op o

Mamy tu dwa nastepujgce operatory rzutowe (por. 1.3.10)

(2.211) By = HEGE) T X =3B B =R - L) L

gdzie

(2.2.12) X, = diag[g_n1 ,_nz,...,gnc]

jest macierzg blokowg ukzadu dla obiektéw w modelu.

II. Wykazemy sXuszno$é nastepujgcej tozsamoéci dla klasyfikacji
pojedynczej, ktérg reprezentujg wyniki uzyskane w ukiadzie komple-
tne j randomizac ji:

(2.2.13) S8, = 8§, + S8,
gdzie

(2.2.14) S, = y Agy
(2.2.15) SS, = ¥ A

(2.2.16) SS, = ¥ A¥

35 odpowiednio sumami kwadratéw dla wszystkich wynikdéw, obiekiéw
i bledu eksperymentalnego, &

{2.8:7) =I-2, A, =B, -2

éy c -c =1’ =e = =c
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Wobec (2.2.15) i (2.2.16) dowéd tozsamosci (2.2.13) w postaci

macierzowej jest natychmiastowy:

S8, + 88, = y'[Bo - By + I - Bo]y = ¥[I - B ]y = s,

Postaci sum kwadratéw SS, SSg 1 SSy w formie niemacierzowej uwi-

doczniono ponizej w tablicy 2.2.1. Zauwazmy, ze w przypadku zréw-

nowazonej klasyfikacji pojedynczej tj., gdy n; =k macierz 52 jest
postaci

(2.2.18) X, = I,®F,

III. Iwierdzenie 2.2.1. Gdy y — N(4, I -62), to sumy kwadratéw
S8, 2 SS, =g stochastycznie niezalezne.

Dowéd: Skorzystamy z twierdzenia o niezaleznodci stochastycznej
form kwadratowych. Dla dowodu wystarczy wykazaé, ze

(2.2.19) A, - A, =0,

gdzie A, i A, 83 zdefiniowane w (22507

Zauwazmy, ze wobec

(2.2.20) X, = diag(E, ,B, ,.--,E )
1 2 (
mamy
(2.2.21) X, X, = diag(n,ny,...,0,)
a wiec
’ =1 > W 3

(2.2.22) -~ B L(XX,)" X =B, =B, =1
Wtedy

A s arluptioelin o
(2-2.23) - (ByBy =g BE (XK Ty =g B Ry

Wykorzystujgc te prostg relacje, idempotentnosé macierzy gc oraz
(2.2.17), otrzymujemy kolejno

2 - E
éc'ée=(gc-21)(_1.-2c)=gc-2c_21+2120-212c-P-0
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IV. Twierdzenie 2.2.2. Przy zaXozeniu (2.2.4) formy kwadratowe
8s ‘A ss ‘A ss g
(2-2-24) 7c=!__g!—’ —6—38% i —%a#
Se 63 e e 60 6e
majq rozklady chi-kwadrat odpowiednio z ), = r(4,) = ¢ - 1 stop-
niami swobody przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy oy = (0]
(i=1,2,...,¢) oraz z Ve = r(ée) =n-¢ 1 v& = r(Qy) =n -1
stopniami swobody.
Dowéd: Skorzystamy z twierdzenia 1.5.1. Wobec idempotentnoédci
macierzy 21 b L gc idempotentng jest macierz A,-

Rzeczywidcie, z uwagi na (2.2.23) i (2.2.22) uzyskujemy
2 _ 2 25
Lo = (B - B (B = Bq) = B5 - BBy - B2, ¢ &y

Als Tt Tl

Korzystajgc 2 wiesnoéci, ze I-A jest idempotentng, gdy A jest
idempotentng, wnioskujemy, ze | I- gc - éy =1I- g1 8§
idempotentnymi. Wobec twierdzenia 1.4.7 i wiasnodci 1.4.6 1 1.4.8
strzymu jemy kole jno

(2.2.25)  r(a,) = tr(2, - B,) = tr(2,) - tr(B,) = ¢ - 1.
Nastepnie

(2.2.26) r(ag) = tr(a,) =tr(I - B)) = #r(I) - txr(B)) =n-¢
orasz

r(hy) = tr(I - By) = (1) - tr(R) =2n -1

Wobec zaXozehA (2.2.4) i (2.2.7) przy prawdziwosci hipotezy
{222 27) % =0 (i=1,+..4¢) 1ludb macierzowo & =0 (por.
(2.2.9)) stwierdzamy, ze wektor losowy

2
(2.2.28) I — N( ME, 167)
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Zsuwaimy, e ilocsyn macierzy idempotentnej A, formy kwadrato-

we)
‘A ss
(2-2-29) !__35 = _%
6 ]
e e
i maciersy kowariancji I .6 5 wektora y Jest macierzg
A

]
8 wiec macierzg idempotenting.

8tqd na podstawie twierdzenia 1.5.1 i (2.2.25) wnioskujemy, ze
forma kwadratowa (2.2.29) ma rozkiad chi-kwadrat z c¢-1 stopnia-
ni swobody.

Wykasemy, Ze przy hipotezie (2.2.27) parametrem niecentralnoéci
tego chi-kwadratu jest A= 0. Istotnie, wobec (2.2.17) oraz z uwa-

g1 na relacje

By =R, R, =B, BB =E, BE =E
uzyskujemy
1 3 y
+» =C ’
(2.2.30) A=3(pEy) &2 (pEp) = "if Bp(B; - By) By =

2 2
- fr (BEE, - ER(E,) = £ (BE, - EE) =0
e e

Zatem zmienna losowa (2.2.29) przy prawdziwoéci hipoteszy zerowej
(2.2.27) ma centralny rozkiad chi-kwadrat z c¢-1 stopniami swo-
body. :

Prze jdémy do dowodu, e zmienna losowa

‘A ss
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ma centralny rozktad chi-kwadrat z n-c¢ stopniami swobody przy

prawdziwej lub nieprawdziwej hipotezie (2.2.27).
Wobec zaXozen (2.2.4) zauwazamy, Ze iloczyn macierzy idempo-
tentnej A, formy kwadratowej (2.2.31) 1 macierzy kowariancji 165

wektora y jest macierzg

a wigc macierzg idempotentng.

Stqd na podstawie twierdzenia 1.5.1 i (2.2.25) wnioskujemy, ze
forma kwadratowa (2.2.31) ma rozkiad chi-kwadrat z n-c stopniami
swobody. Wykazemy, Ze parametrem niecentralnodci jest A= 0. Is-
totnie, wobec
(2.2.32) B A= (XIP)(I - B)Xp=0

otrzymujemy natychmiast

Poniewaz przy hipotezie zerowej (2.2.27) obie formy kwadratowe
(2.2.29) i (2.2.31) majg centralne rozklady chi-kwadrat wige 2z

uwagi na tozsamodé (2.2.13) zmienna losowa —% jako suma obu
Se
form ma réwniez centralny rozkiad 7(2 z liczbg stopni swobody

(c-1)+(n-c) = n-1.

n
W tablicy 2.2.1 S§§, = ;:(ii, - )%, 98, = ;: ;: (yij-ii,)z-

= 2 ; (¥4 S ‘y)2 8§ sumami kwadratéw dla obiektéw, biedu
n
i caZodci wynikéw ;'ri = %— ﬁ Vij jest Srednig w prébie
‘ i =1
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i-tego obiektu (i=1,2,...,¢8), ¥ = % ;: ﬁ yii - érednig

wesystkich obserwacji w prébie

2
2 ; 171
&

i " o7 przy restrykcji g ny x4y = 0.

V. Wartoéci oczekiwane srednich kwadratéw dla obiektéw V., i dla
biedu V, uszyskane ze wzoru (1.4.9) zestawiono w tablicy analizy
wariancji 2.2.1. Wyznacszamy je, korzystajgc z (2.2.14) 1 =z (1.4.22]

&(8s,) = &[!'écl] ] 6[1’(20 =4 )z]-tr [(‘!c':g1 )163] *+ p (2R, p =
=82 tr(2y-R)+ p (Bg=By ) = 62(6=1)+ p'(BoBy )t

bo tr gc = C i tr 21 = 1.
Wykazeny, ze

c
. 2

Dla dowodu relacji (2.2.31) skorzystemy ze zwigzkéw:

BBy = By (por. (2.2.22)), B Xy = X5, By =Rp BBy =B

’ 1
21 =P, =3 &

po= (B 5] [:]

Nadto zauwazmy, Ze restrykcje

(2.2.32) g nyoy = ; n; oy =0

mozna zapisaé jako
2.8, £ =0 =
(2.2.33) « X, E=0 [;niui, ;ni"‘i""’ ;ni“i]

Otrzymu jemy kole jno:
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’

P p = ()*;2:)[2] (B, - By) (B, i 5)[&] =

2 . T . .
= 12 BB R, By s Ty(B B B uBL (BB )T, '+
+ !2(20-21 )!2 o »

L AIEN PEPY < X PEPE £ 3 PP

P 1 e AR 2

= Lx-gxl Byx=x I, X <= gnixi .

Gdy ni’k (131,2'00-,0), to

,E’éc/i' =k ;di

Tym semym udowodniliémy, Ze przy restrykcji (2.2.23) otrzymujemy

&(ss,) = (e-1)62 + gf; n, <2,

czyli (por. Tabl. 2.2.1):

2 1 2 2 2
&(Ve) =8¢ + o7 gnixi =6, *+ 6,
Podobnie korzystajgc ze wzoru (1.4.9) znajdujemy wartodé oczekiwa-
ng sumy kwadratéw dla biedu:
e(58y) = e(x'Aey)=tr(hg T6Q)+ ke i =67 tr(h) + p'Ag pt =
= (n-0) 82 + (X P) (I-B)(XP) = (nc)62,
gdyz (X p)(I-B,)(Xp) =0 =z uwagi na to, ze X = (E i X,),
BE, = E,, R I, =X, oraz AJX = (I-B)X = I-BX = -2 (E;iL,)=

e ;‘(gcgns

BX ) = X-(B,iky) = XX =0
W rezultacie

S8
e(v,) = e(=2) = 62.



24 Wiktor Oktaba

VI. Przy hipotezie zerowej: «; = 0 (i=1,2,...,¢), ktéra giosi,
ze nie ma réznic migdzy obiektami, uzyskujemy 6§ = 0. Wiedy
E(V,) = €(V,) =62. Stad 1 na podstawie twierdsed 2.2.1, 2.2.2

i definicji zmiennej losowej F uzyskujemy postaé funkcji testowej

R, = 72 przy c¢-1 i n-c¢ stopniach swobody
e

(por. 6 kolumng tablicy 2.2.1).
Odpowiednie przedziay ufnosci dla réznic migdzyobiektowych moina
znalesé u Oktaby [42].

2.3. UkZad blokéw kompletnie zrandomizowanych

I. W uk*adzie blokéw kompletnie zrandomizowanych obserwu jemy
n = ac jednostek eksperymentalnych, ktére dzielimy na ¢ jedno-
rodnych réwnych grup, zwanych blokami, po a jednostek w grupie.
Dopuszczamy zmiennodé miedzy blokami. Kazdej z a jednostek bloku
przypisujemy losowo jeden obiekt. Losowanie takie przeprowadzamy
dla kazdego bloku oddzielnie. W ukiadzie tym blok stanowl peing
replikacje, gdyz obe jmuje wszystkie obiekty eksperymentu i kazdy
z obiektéw wystepuje w niej dokzadnie jeden raz. °

Z uk*adu blokéw kompletnie zrandomizowanych otrzymujemy mate-
riat eksperymentalny podlegajgcy podwd jnej klasyfikacji krzyzowej
ze wzgledu na 1) obiekty 1 2) bloki.

Uktadowi odpowiada model matematyczny postaci (por. Oktaba
[41]):
(2.3.1) Tyg = oy s ¥3 togq = gyt 0y, (1=1,2,...,8;

=132,54%,6)
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gdzie yij oznacza obserwacje¢ i-tego obiektu w j-tym bloku,
v - Srednig ogblng, f"ij & &‘(yij) =M oty *+ x*'j - érednig popu-
lacji i-tego obiektu w j-tym bloku, oy - efekt i-tego obiekiu,

y5 ~ efekt j-tego bloku, e - bigd eksperymentalny zwigzany

13
z Yi3° Poza staiymi wielkoSciami /L,/&ij,cLi, yﬁ w modelu wyste-
pijg zmlenne losowe: 71j oras a“. Zaktadamy, zZe

(2.3.2) vy —mr(/u,ij,sﬁ) lub, ze — m8(0, 6 2)

®4
Macierzowo notujemy to jako

(2.3.3) y— W, 621 1w e —mo,621)

gdzie

(2.3.4) - il [y11'y12""'yac]' 4 = [911'°12""'°ac]

8§ odpowiednio wektorami wierszowymi n obserwacji i tyluz bedéw

eksperymentalnych.
Model (2.3.1) w postaci macierzowej przybiera ksztaktt

(2.3.5) x=§(_5_+g=[E=§2,_]é+g
gdzie
(236 1=y ignigk (L5 L]

Jest maclierzg okreélong przez trzy nastepujgce macierze blokowe:
X, dla éredniej, X, dla obiektéw i X, dla blokéw:

(2'3'7)' !1 % En’ !2 = ga, " Ia®§c’ 53 = !c = §a®£c

II. Wykazemy siuszno$é nastgpujgcej tozsamosci dla podwéjnej kla-
syfikacji krzyzowej, ktérg reprezentujg wyniki uzyskane w ukiadzie

blokéw kompletnie zrandomizowanych:
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(2.3.8) SSy = 885 + 88, + S8,

gdzie 8S_ wyraza sig wzorem (2.2.14).

(2.3.9) S8, = Y'Ay

¥ (Bor By

]

193]
o0
"

(2.3.10) o = AT = YR~ B)Y

(2.3.11) 88, = P’Ay = 7'(I - B, - B, +B)y

sg odpowiednio sumemi kwadratéw (por. tablica 2.3.1) dla 1)
wezystkich n wynikéw, 2) obiektéw, 3) blokéw i 4) biedu eks-
perymentalnego. :

; W i A &
Symbole 21 " g% ; 22 = ga = 23 = P, oznaczaja t.2w. opera

tory rzutowe 1 wyrazajg sie wzorami
(2.3.12) By = X (X X)X (dw1,2,3)

przy czym macierze A form kwadratowych (2.3.9), (2.3.10) i
(2.3.11) sg postaci (por. Oktaeba [44]):
(2:3.13)  Ag = Bg-Byy & = Bom By 4 = IR B 0R,

Wobec (2.2.14), (2.3.9), (2.3.10) 1 (2.3.11) dow6d tozsamodci
(2.3.8) w postaci macierzowej jest natychmiastowy

' [2,-2, +r -r +1-r o2 -1_:1]; = 85,435,438, = ’ [_- Jz =88y

Pontaci>tll tl;dti\avx lﬂ., SSL, S5 4 SB’ w tor-ii niemacierso-

we j podano ponizej w tablicy 2.3.1.

III. Dwierdsenie 2.3.1. Gdy y — W(x , 162), to sumy kwadratéw
SSB, 88, 1 S8, s stochastycznie niezalezne.

Dowéd: Korzystajge z twierdzenia 1.5.3 o niezaleznodci sto-
chastycznej form kwadratowych wystarczy wykazaé trzy nastepujgce
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zwigzki:

Wobec (2.3.7) uszyskujemy kole jno
XX, = (I®B;) (I,®E,) = (I,®E;)(I,®F;) = I,QEE, =

i il
=IBe=cl, (B =31,

By = 2o = LI I = (L,0F,) 5 L(I,0F) =
=T (1.8%)(L,0K) = § I,8EF; = 5 (1,8F )
Podobnie
B, = 81,
P =g (E@®1)
oraz
212, =3 B3 (1,0 ) = g5 (EG D (I,08) =
~acE@E =3 BOE - E-E

1 1
a—ﬁ:@E ==E=7P
a4~ CRICE Ny
1 i AT x
TE5 T (LER) g (ROL) -5 (BOR) =
o Ll
=nE=E,

Poniewaz 1_>1 ,22,23 8g macierzami idempotentnymi jako operstory

rzutowe, wigc

4 2 2
Aghy =(By-R) (I-By-P3+R,) = By-B,-Bo+R P+

2
~BoPy*tB By P ~By = -2B + B B, BoPy+ BByt

et e LT KO & B & B

Bi=

E=0

Bl
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Podobnie dowodzi sie¢ relacji écée =0 i &aﬁc = 0.
Dow6d twierdzenia 2.3.1. jest zakoriczony.

IV. Twierdzenie 2.3.2. Przy zaXozeniu (2.3.3) formy kwadratowe

S8y TAax 88 A B8, T

o O R R T AR
majg rozkiady chi-kwadrat odpowiednio z v, = -1 stopniami swo-
body przy hipotezie «; =0 (i=1,2,...,8), 2z V, = c-1 stop-

niami swobody przy hipotezie Y3 =0t 5 =102, Cil Ye ),

SS
z Ue=(a-1)(c-1) stopniami swobody. Forma kwadratowa :;%

e
ma centralny rozkiad chi-kwadrat z n-1 stopniami swobody prazy

zaXozeniu stusznodci obu hipotez: %; = 0 oraz Xj=°
(i=1,2,...,8; i=1,2,0.0,e).
Dow6d przebiege analogicznie jak dowéd twierdzenia 2.2.2. Wy-

kazuje sig, Ze macierze A_, A

-0 y
rzgdami sg odpowiednio: a-1, c-1, (a-1)(c-1) i n-1. Wykezemy tyl-

~ ée i A 8§ idempotentne i ze ich
ko, ze
r(ée) = (a-1)(c-1)

Rzeczywiscie, korzystajgc z (1.4.8), (1.4.22) i majgc na uwadze,

Ze maciersze §2 i g3 majg wymiary nxa 1 nxXc otrzymujemy

r(he) = tr(a,) = trI_ - trE,-3rB+trP, = n-a-c+l = (&-1)(c-1)

‘A
Nadto wobec tego, ze iloczyn mecierzy formy kwadratowej E.:%g_
8

e
(r=a,c,e) i macierzy kowariancji I 65 wektora y Jjest macierzg

idempotentng 4, mozZemy wykorzysta¢ twierdzenie 1.5.1.

Dowéd kodczymy, wykazujac, ze zeremi sg perametry niecentralnoéci
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S8
A dla zmiennej losowej chi-kwadrat :;% przy hipotezie =0,
@

SS
(4=1,2,...,8), zmiennej losowej chi-kwadrat —-% przy hipotezie
Se ss
Y} =0 (i=1,2,...,¢), zmiemnej losowej chi-kwadrat :;% przy
e

prawdziwych lub nieprawdziwych wymienionych hipotezach, zmienne]

SS
losowe] chi-kwadrat :;% przy zeXogeniu prawdziwodci obu hipotez.
e

W tablicy 2.3.1 sumy kwadratéw SS_, SS,, S8, 1 S8 majg nastigpu-

y
jgce postaci niemacierzowe

8, = 0 3o, D 85 = e 3R
Sse 2:“_{ ;(yij'ii.';.j"'i)z'
(4]
: g‘; ;‘;(yu-y)z, stste 3y =2y, dest éreanis

i-tego obiektu,

[}

SS

’.j = % ;;;yij — érednig j-tego bloku,

7=1 ;ﬁ; gf; yyj — 6rednig ogélng.

Fadto uzywamy tu oznaczen:

V. Warto$ci oczekiwane Srednich kwadratéw dla obiektéw Va,

blokéw V, i biedu V, uzyskano ze wzoru (1.4.9) i zestawiono
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w tablicy 2.3.1 w kolumnie 5. Rachujemy analogicznie jek w po-
przednim paregrafie.

VI. Punkcje testows | wymienione w kolumnie 6 tablicy 2.3.1 wyz-

naczemy snalogicznie jak w paragrafie poprzednim.
2.4. Kwaedrat Zaciiski

I. Rozwazemy ukiad eksperymentalny z n==c2 jednostkami eksperymen-
talnymi podlegajacymi podwd jnej klasyfikacji krzyzowe]j ze wzglgdu
ne ¢ wierszy i ¢ kolumn. Nadto obserwujemy ¢ obiektéw powtarza-
nych c-krotnie, ktére losowo przypisujemy wymienionym jednostkom
przy warunku, zeé kazdy z obiektéw wysigpuje jeden i ty\lko jeden
raz w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie.

Uktadowi kwadratn Xacinskiego odpowiada model matematyczny
postaci (por. Oktaba [41]):
(2:4.7) e G T ém"'“i"rj*emij =/u'mi;] + ey

(1,3,m = 1,2,...,c¢)

gdzie ymij oznacza ohserwacje m-tego obisktu przypadajgcego ne
_sk;'zyzowaniu i-tego wieraza z j-tg kolumna,,}i. - érednig ogbélng,
(2.4.2) &lygyy) =ppyy =4+ Op vy Yy
grednig populacji m-tego obiektu z i-tego wiersza orez j-tej ko-
lumny, Sm - efekt m-tego obiektu, o« - efekt 1i-tego wiersza,
y'J - efekt j-tej kolumny, e . j—qud eksperymentalny zwigzany
z Tnij®
Poza staiymi )"'mij"f‘" Xy Yj oraz Sm w mo@elu wystepujg

zmienne losowe ymij oraz emij'
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ZakXadamy, ze
2 2
{2.4.3) R H(/“’nij' de) lub ze L0 L EN(O, 6e)
W notacji macierzowej zapisujemy to zaXozenie jako
(2.4.4) ¥ — W, 62-;_) lub e — W(O, 62-;)

gdzie y 1 e 88 odpowiednio wektorami kolummowymi n obserwacji
i tyluz biedéw eksperymentalnych.

Model (2.4.1) w symbolice macierzowej ma postaé

(2.4.5) Z=xé"2=[§1i§2=§3§§4]{§+2=
=!1;‘"+§2§*§3‘.’.‘*§4K‘*2

gdzie

(2.4.6) x=[x, i1, e T

Jest macierzg ukiadu okreélonego przez cztery nastepujgce macie-
rze blokowe: ;1 - dla $rednie ) !.2 = Ed - dla obiektiw,

X; = X, - dla wierszy i X, = X - dla kolumn:

(2.4.7)  Xy=By, X=Xy, X3=K, B, ®1L;, X,=I,®F,

Relacje dla macierzy §2 zestawiono w (2.4.15).

Wektor [ obejmuje odpowiednie wektory parametréw dla Mo
§ - dla obiektéw, o< ~ dla wierszy i Y - dla kolumn:

(2.4.8) B= [pi 85t p'].

II. Dla kwadratu Zaciriskiego ma mie jsce nastepujaca tozsamosdé
(2.4.9) SSy = S8y S8, + S5, + SSe

gdzie suma kwadratéw dla wszystkich wynikéw SSy jest okredlona

wzorem (2.2.14) a
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(2.4.10) S8y = ¥ Agy
(2.4.11) SS, = ¥y A¥
(2.4.12) SS, = ¥ A
(2.4.13) S8, = ¥ AY

88 odpowiednio sumami kwadratéw (por. tablica 2.4.1) dla

1) obiektéw, 2) wierszy, 3) kolumn i 4) biedu eksperymentalnego.
Symbole 21 - % - B, 22=gd, 23=23' g4=g°, 2n=§n oznaczajg opera-
tory rzutowe i wyrazajg sig wzorami (2.3.12) przy i=1,2,3,4 przy
czym macierze A form kwadratowych (2.4.10), (2.4.11), (2.4.12)
i (2.4.13) sg postaci (por. Oktaba [44]):

(2.4.14) Ay =P3-P,, A -P

'21’ A =

a = Ea A, = B,

Ay =By - B =By - B, + &

Wobec (2.2.14), (2.4.10), (2.4.11), (2.4.12) i (2.4.13) dowéd
tozsamodci (2.4.9) jest natychmiastowy
'(Byg -2y +B, -2 +B, -P +P -PB; -P, -F +2)y=

= 884 + S8, + S8, + 8§, = x’(gn - 21)! =y (I- 21)1 = ssy
Postaci sum kwadratéw S84, SSg, SS,, SSg i SSy w formie niema-
cierzowej podano ponizej.

Dle losowo wybranego schematu kwadratu acifiskiego macierz X,,
ma okreslong postaé, rézng dla réznych schematéw, jakkolwiek ma-
cierze §3 i §4 sg niezmienne. Tym niemniej dla réznych schema-
téw kwadratu Zaciriskiego ze wzgledu na jego definicj¢ zachodzg

nastepujgce proste relacje:
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Do =Dl =LX =cl

:=EQ®I, =1 @l
53*3 o L5
Kazdy z wierszy i kazda z kolumn maciersy §2§é,

(2.4.15) < 33!'3' X,X; ma c jedynek

EX,X) = EX;X3 = EX X} = X,X0E = LX,E = X,X,E = cE,
5253’§2§4=5354‘-

X B = s=xx=3
né éc 13 “%*ec nc

EX,=EX, =BX, =E,XE=XE=X,EB=8
g2 H3 TR IACLELE=E

III. Twierdzenie 2.4.1. Gdy y — N(ﬁ,; 62), to sumy kwadratéw
ssd, ssa, ssc i SSe 8g stochastycznie niezaleine.

Dowéd przebiega analogicznie do dowodu twierdsgenia 2.2.1.
Korzystajgc z twierdzenia 1.5.3 o niezaleznosci stochastycsznej
form kwadratowych wystarczy wykazaé siusznod§é nastepujgcych
zwigzkéw:

Q g édég - &d&c L édée 3 égéc - ég&e = écée‘

Dla ilustracji metody wykazemy, ze AsA, = 0. Wobec (2.4.15)

-8
mamy
(LX) ™" = XZ)™ =3 1,
oraz
XL, =E i X, E=E
'223 ce =2 % nc
Zatem

& . -1 . ’ -1 . _ 1 e
(2.4.16) B4Ry = Xy(X3Xy)"" XX (XX)T X = 4y LiEn -

Bz -

Bl-‘

°~|"
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Nadto 2z (2.4.15) mamy

X. E=E X. E =cB
aden - T enm

Stgd
1 % -1 T 1 . l . 1 =
(2.4.17)  BgoBy = 3 X(ZaZy)™ XgB =7 Xy g Lo"XgE =

1 ’ 1
2 == JXE==X.E==E
ne =d-d- n-(l‘ﬁ1 n=
1 e, U S, IR £ e
(2.4.18) B.R, = 3 BX (X X)) X, = g B-X- 5 L°Xg
1 . 1 1
“ne Xy = E=n E

gdys 535_; = XX =£®;°, (por. (2.4.15)) i EX X' = cE

Wobec (2.4.16), (2.4.17) 1 (2.4.18) 1 idempotentnosci P, mamy

2 _
Aaky = (Bq - 2)(2q = By) = BgB = BgBy - ByZ, *+ B} -

=1 g i d lp-=
= gdgg-gd21-g1gg* 21_ n E - n E n E + n E 0

V podobny sposéb dowodzi sig relacji AzA, = AzA, = 0 1 pozos-
tazych.

Dowéd twierdzenia 2.4.1 jest zakorczony.

IV. Iwierdzenie 2.4.2. Przy zalozeniu (2.4.4) formy kwadratowe

ssd = I'&d! ssg - !’égl Ssc - l'écl
of el Y mE U et taY,

A 58, _T4%
A T
Se Se
maj§ rozkzady chi-kwadrat odpowiednio 2z Vg = c-1 stopriami
swobody przy hipotezie Sm =0 (m=1,2,...,¢), 2 ¥V, = c-1
stopniami swobody przy hipotezie o; = 0 Cd=1. 2% :5,8)

z vc = ¢-1 stopniami swobody przy hipotezie ya =0
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(J=1,2,¢..40), = Vg = (e-1)(e-2) stopniami swobody. Forma kwa-

SSs
dratowe —% ma centralny rozkad chi-kwadrat z Vg = n-1 stop-
6
e
niami swobody przy zaiozeniu sZusznoéci trzech wymienionych

hipotesz.
Dowéd przebiega analogicznie jak dowéd twierdzenia 2.2.2.
Sumy kwadratéw podane w tablicy 2.4.1 majg nastepujgce posta-

ci niemacierzowe:
e Zc;(i -2 ss =c f_:(i -2,
&= ool a = if'
- ?(i -52, s, = g: (Vg gqTy. T 4.5, at25)2
c = od e 3) ijmJi.. 7.J. 7..m

3 =2
S8, = (g;)(yijm 3%

gdzie znak (g;:) okrefla sumowanie po wszystkich n obserwac-
m

. =d 2551
Y.jo T ¢ Yijm* Y =1 (58 Yijm

8§ odpowiednio érednimi m-tego obiektu, i-tego wiersza, j-tej
kolumny, érednig ogélng. Znak g yijn okre§la sumowanie po
J

SS

Jach.

1
.
.
B
[}
o=
C)s
el
]
[
[
B
-
o
[
Ll
.
I
ol-

¢ obserwacjach przy ustalonym wskaZniku m oraz zmiemnych i, j.

Analogiczne znaczenia majg symbole y .
%m; ijm’ é ; yijn

Nadto uzywamy skréconych oznaczen
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oot == =] =& £
e .%J-L JL="ss| 1-u="a 950Fe0°¢
. X[ taz+ (2-0)(1=0) =
—_— o= = p= =] = E
NO °A *8d= |d="a~T shuomw =0 el1zZS0Y’h
Mb =23 ° ° ° S oot 21D o 0 TwmeumnTOx
%A 7 ¢t 5PN A aﬂ d- d| ,4='ss 1=o="a AzpdTR°C
Mb nmh ° e e el ='% N V‘TmezsaoTm
™ 22t 92 A hﬁ d- d| ,4="ss L=o="a AzpdTH*Z
°s a‘ TweyxetTqo
—— o - - - -
5, " % S0t 290 P z[*a-Pa] ,Z=ss| 1-o=Pa AzpdTN°L
9 S # £ 2 !
(A)3
4 RY a ss a
b s 4 3 s ueTAyopo Apoqoms TOosouUeTWZ
70 e B e T e MQj3BIP Bum otudo OFpPoI
efojung | -ez00 Pgojaey | 3eIpeMd] TUpeJg 23 BMY S T 1S Ip9ayg

089TSUTO®RY njelpemy elp TloueTaem ezFTeuy
*L°H°2 eOTTqeL
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> 82 < Y
6 2 A m= » d 2 = = 62 = =
d c-1 L a c-1 ¢ c c-1

V. Werto$ci oczekiwane érednich kwadratéw V,;, V., V. 1V, uzys-
Xano ze wzoru (1.4.9) i zestawiono w 5-tej kolumnie tablicy
2.4.1.

VI. Punkcje testowe P podano w 6-tej kolumnie tablicy 2.4.1.
wyznacgzamy anslogicznie jak w paragrafie drugim.

2.5. Ukad pojedynczo rogszcsepionych jednostek eksperymental-
nych (model mieszany)

I. Rozwazamy uklad eksperymentalny z dwoma staiymi czynnikami A
i ¢ wystepujgcymi odpowiednio w a i ¢ poziomach (por.E.Niedokos
[39]). W sumie mamy ac kombinacji, ktére tworzg jedng replika-
cje. Powtarzamy je r-krotnie, uzyskujgc tqcznie n = rac obser-
wacji. Kazdg z replikacji dzielimy na a blokéw po ¢ jednostek
ekeperymentalnych w bloku. Poziomy 8&,,8,,...,8, Czynnika A
rozlosujemy wewngtirz kazdej replikacji oddzielnie. W zakresie
kazdego bloku przypisujemy losowo jednostkom eksperymentalnym
poziomy CqsCprevesCq cgynnika C. W ten sposéb ukiad zostaje
oh‘eéiony przez podwéjne losowanie: 1) blokéw i 2) w blokach.

¥ ukladsie takim, zwanym ukiadem pojedynczo rozszczepionych
jednostek eksperymentalnych, z wigkszg dokZadnodcig pordwnuje
sie efekty wewngtrzblokowe tj. efekty czynnika B niz migdzy-
blokowe tj. efekty czynnika A.

Ukadowi odpowiada staly model matematyczny postaci (por.
Oktaba [42]).
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(2.5.1) Yigr =Mt Gy vyt d“ P (ec,y'):'k * ek
(i=1,-oo'r; 1.1.‘00"; k=1,ooo,°)

gdzie yijk oznacza obserwacje pochodzgcg od kombinacji k-tego
poziomu czynnika C i j-tego poziomu czynmnike A w i-tej replikacji,
}.b- érednig ogélng populacji, ¢4 - efektem i-tej replikacji, d.J -
efektem j-tego poziomu czymnika A, Y -efektem k-tego poziomu czyn-
nika C, dij-efektem interakcji i-tej replikacji z j-tym poziomem
czynnika A, (ety*) jk-efekten interakcji j-tego poziomu czynnika A
z k-tym poziomem czynnika C.

Wielkosé dij gra role t.zw. pierwszego bledu eksperymentalnego
zwigzanego z jednostks eksperymentalng, ktérg jest blok, a eijk‘
drugiego bigdu eksperymentalnego, zwigzang z poszczegilnymi obser-
wac jami Y5 g Poza staiymi: M, ¢,, rk,(ur)jk w modelu wystepu-
Jj& trzy zmiemne losowe: yijk’ d1j oraz eijk’ Przy jmujemy
restryke je

(2.5.2) };gi = ;«J = ;Yk = ;(acr)jk = ;("‘r)ik =0

Zakladamy, ze zaréwno korelacje miedzy bZedami ey jk 8§ réwne
zeru jak i korelacje miedzy d:lj oraz korelacje migdzy e i d sg

réwne zeru oraz ze
(2.5.3) &yijk =}Lijk=}1.+gi+otj+rk+(¢xy')jk

2 2
(2.5.4)  a;5 — WN(0, 83), ey — WN(0,82)
Mozna wykazaé, ze jezeli elementami macierzy kowariancji wektora
Y =8 dijk (por.Niedokos [39]), to

2 2

(2.5.5) &, =Cov(yy 30757 57g?) = 847 Sjj.ad+ Sjj'ﬁn:de
gdzie

1 gly 1=1"
(205-6) Jii'a L
0 gdy 1 #1i
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8§ deltami Kroneckera.

W notacji macierzowej mieszany model (2.5.1) przybiera postaé
(2.5.7) y=Xp+e=Xp+Xg+Lu+Xd+Xyp+Ixy)+e

gdzie 51 = En orag

(2.5.8) gy —m(p, %),
przy czym
(2.5.9) p=&y) =T p+Xg + Ly + Xy + Xg(y)

oraz

(2.5.10) & — (o, 5(21 s Bl g 3<2'63 * Ip

)e
Macierz kowariancji ;Z wektora obserwacji y jest postaci

(2oBee2) s

II. Wykazemy s¥uszno$é tozsamosdci

(2.5.11) ss.v =88, + 85, +5S,, +8SS, + S8, + SS,

to jest tozsamosdci

(2.5.12) 88 =y'Ay=3'(I1-1B)y= Zﬁf:x'éix . Zi: 55,

(i = r,a,ar,c,ac,e)

gdzie n = rac oraz
(2.5.13) 88; = y Ay (1
przy czym zgodnie z reguts (por.Oktaba [44]) mamy

r,a,ar,c,ac,e)

éy=l-21 ’ ér=2r_2‘| ’ éa=ga-g1 ’ éra=gra-gr-ga+21 ’

(2.5.14) A0=B0Pqs  Ag =R -Bo-P *E,,

ée = E-gac -ga_ggr

%1

gdzie gn =P =I=1

Zrac T = T Ip? E i gdzie operatory

1
n

(2.5.15) By = X(X{ %) X (4 = 1,r,8,ar,0,ac)
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Wyrazenia SS_ 1 SS; wystepujqce w (2.5.13) sg sumami kwadratéw

odpowiednio dia 1) wszystkich wynikéw, 2) replikacji R, 3) czyn-
nika A, 4) interakcji RA (t.zw. bedu a), 5) czynnika C, 6)inter-
akcji AC i 7) bledu e. Macierz X ukXadu eksperymentalnego jest
postaci

(2.5.16) b 4

[Bai X iX, iXpq iX, iZg] =
[2)i %, 8%y 5X, 3 X5 1K ]

a wektorem efektéw jest

(2.5.17) p= Du ¢t ' (ga)t X i(eey)]
gdzie macierze blokowe macierzy X sg postaci (por.Oktaba 45 ):
2, = 5,

I = LOEL,®F,

I, = E,®L,8L,

Xra= I ®I,®F,

X, = E,®F, 01,

oo™ Ep @I, 91,

(2.5.18) <

o

przy czym E_. oznacza wektor kolumnowy z ac jedynkami.
Wobec (2.5.18) otrzymujemy

L X, = acl, XX =rcl,, X Xg =clm

XX = ralyy XgoXae = Tlge

(2.5.19)

Z uwagi na (2.5.18) macierze Ay (i=r,a,ra,c,ac,e) mozna
przedstawié w nastepujgcej postaci (por. Ogasawara i Takahashi
[40]):

il el
ér S 21‘ - 21 = ac (lr ®ac§ac) o 21
3 -

- g <
Are™ T (Eargcgc) = (21 +AL+A)




42 Wiktor Oktaba

1
A — ( E 1.)-%
=c ar e AL =c =1
ad
(2.5.20) Bgc= T (rgr Ige) = (By *+ 4, + 4,)
A = 1, - (:-91 +&r+éa*§ra+éc*&ac)

Wobec (2.2.14) i (2.5.13) dowéd tozsamodci (2.5.11) jest bezpo-
§redni.
Postaci sum kwadratéw podane w tych wzorach w formie niemacierzo-
wej przedstawiono ponizej w tablicy analizy wariancji..

Z (2.5.12) wynika |

(2.5.21) A, = I,

Zauwazmy, %e macierzg kowariancji ¢ wektora y jest (por.

Mikos [33])

(2.5.22) i xralr ze £ srz.'a(ér tihg * Ayt Ry )+
a ra

2 = 2 2
*'del:n'l ®E°lra'*d =

1
~anE =4, 4, thL AL YA A

e
a wobec
Iy =4+ 4 +é::'e.+A +éac*ée 2 2
otrzymu jemy
(2.5.23) z = WA, + WA + Wk * W ke * woe T

7
+ Weh, +wW,B, = g: Wadyr

gdzie 21 = 51 oraz

(2.5.24) w =w=w, =c S, 2 < 65, We=W =W =W =G 5.

Obecnie wykezemy idempotentno$éé i ortogonalnoéé macierzy form
kwadratowych. Stwierdzimy réwniez, ze formy te majg stochastycz-
nie niezalezne rozkady chi-kwadrat.

Nastepnie przedstawimy postaci fumkcji testowych F dla weryfi-
kacji hipofe z stetystycznych.
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Iwierdzenie 2.5.1. Macierze A; (1 = 1,r,a,ra,c,ac,e) 8§
idempotentne i parami ortogonalne tj.
(2.5.25) A2=a; oraz AA =0  (1£))
gdzie 51 = 21.
Dowéd bez wykorzystania notacji macierzowej i bez uwzglgdnienia
macierzy A, znajdujemy u Niedokosa [39] . Wykazemy wigc, ze

Pihy =0 (i = r,a,ra,c,ac,e). Dla i=r mamy kolejno

1 ) 1
PP =—-E— (I ® £ J)==—(E® E )(I.® E ) =
=1=r n=a8c = T, Tgc B8 " acac T ac ac
1( 1
=3(E® E )=1E=3,.
% "rr ac ac W
Stad

Bydy = By(BpBy) = ByBp-By = By-By = Q-

Podobnie dowodzimy, ZzZe 2151 =0 dla i = a,ra,c,ac,e.

Twierdzenie 2.5.2. Macierz kowariancji ;t oraz macierze

AgsA LA LA o A LA . speiniajg nastgpujgce warunki
(2.5.26) ‘éigé = Wik, "(1i = r,a,ra,c,ac,e)
gdzie w; zdefiniowano w (2.5.24).

Dowéd: Wykazemy, ze stusznoéé relacji (2.5.26) wynika z
(2.5.23) oraz z twierdzenia 2.5.1, ze macierze P,,A; (i=r,a,ra,
c,ac,e) sg idempotentne i parami ortogonalne). 0t6z wobec
(2.5.23)

5152 =4y Ei: Yody = ziz by

gdzie u = r,a,ra,c,ac,e. Wobec ortogonalnos$ci macierzy mamy
AA, =0 przy 1 #u a wobec idempotentnosci: éi = Ay
Stgd

8 F = wihy
Dowéd jest zakoriczony.

Niech dla krétkosci
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2 2
(2.5:2T) w = c':Sra +8,

Twierdzenie 2.5.3. Jezeli y — l(,&, ¢ ) oraz

& ¢ . A

!'&1! 2
(2.5.28) g vl X vy, Ay)
gdzie .
Ay

(2.5.29) Ve = tr(éi), Ay = (i=r,a,ra,c,ac,e)

¥
gdzie )\i sg parametrami niecentralnoéci a Wy zdefiniowano
w (2.5.24).

Dowéd: Z zaXozenia i idempotentnosci macierzy A4 wynika

(éi : )2 (v 2% &%
pe

s

_——2—_4&1=51=
"

A
=12
Parametrem niecentralnoéci jest A V35 v, B
Twierdgzenie 2.5.4. Jezeli wektor obserwacji y — H(’_A_. ’ ¢ ) B
to formy kwadratowe
Y AY

(2.5.30) v,

(1 = r,a,ra,c,ac,e)

majg niezaleine rozkiady X,Q(vi, Ai), gdzie Vy; oraz Ay
podano w (2.5.29). Inaczej méwigc, formy kwadratowe

’

Y Ay
W

‘A
(2.5.31) (i=r,a,ra) oraz I_;QE (j=c,ac,e)
de

majg niezalezne rozkiady niecentralne chi-kwadrat ze stopniami
swobody odpowiednio réwnymi

(2.5.32) r-1,a-1,(a-1)(r-1),c-1,(a=1)(e-1) 1 a(e-1)(r-1)

oraz z parametrami niecentralnodci
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’

l= ‘A Bcﬁgi lmg‘E_g?_E:o
(2.5.33) E—Q;E- —E— A= . g{k

f‘-'_éagé }ig(““ e=£‘;§i=o

20,

Dowéd: Z twierdzenia 2.5.1 wiemy, ze macierze ée’ér'éa’ﬁra’
ée'éac \ 51 = 21 sg parami ortogonalne.

Wobee (2.5.20) 1 (1.4.8) wyznaczamy liczby stopni swobody.
Mamy przykzadowo:

v, = Y, = tr(A,) = tr(2-B,) = tr(2,)-tr(2,) = r-1

\
Podobnie obliczamy pozostale liczby stopni swobody.
Zauwazmy, ze A, = '&ra =0

Ovliczamy A, A, A, 1 A Przykadowo uzyskujemy:

ac’
i
Ag =EETE'-: =%[ XA X Y +(oy) X A X (xy)] =
2,— Y (. 81.) [ ( E @1)-- E| (£, ®I,)X +
+ey) (Eregac)[iﬁ(argu_@lc) o !][Ex-@lac] (2x)] =
- [“I'I S EY ¢ () (B,OL) (B0 (<)

- = (ﬂ)'Eac(ﬂ)]

a wobec restrykcji
L4 ’ ;aegc
E,x =0, Eoy =0 1 (xy¢) =0

’

E.®L
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mamy

Ac=g:—cg'_g =§§;gvi. Podobnie A, i A_..
Dla zakonczenie dowodu twierdzenia 2.5.4 pozostaje wykazaé nieza-
lezno$é stochastyczng form kwadratowych SSi tj. niezaleznodé
stochastyczng chi-kwadratéw. Wiemy, Ze macierze Ay form kwa-
dratowych l‘éil sg parami ortogonalne (por. tw. 2.5.1) i ze za-
chodzg relacje (2.5.26). Obecnie skorzystamy z twierdzenia 1.5.3
o0 niezaleznodéci form kwadratowych, ktéré podaje warunek
A §$ B =0 na to, aby przy y — F(am, ;E ) dwie formy kwadra-
towe y'Ay oraz y'By byiy atochastycznie niezalezne.
¥a ono zastosowanie przy dowodzie niezalezno$ci stochastyczne}
sun kwadratéw w ANOVA.

Wykezemy, ze sumy kwadratéw SS, 1 88, (k # 2; k,2 =
= r,a,ra,c,ac,e) majg stochastycznie niezalezne rozktady chi-

kwadrat. Hamy wigc wykazaé, e

b by =0 _
Istotnie, wobec (2.5.26) mamy Ay ;é = w;A;. Dla i=k oraz i=2

otrzymujemy

éx?é = why

oraz

Ay ¢ = %ba

Zatem z uwagi na ék'él = 0 mamy

Ay $ Ay (é:ki )él = wh A =0

Zatem wezystkie sumy kwadratéw wchodzgce do ANOVA sg stochastycz-

nie niezalezne, a wig¢c majg niezalezne rozktady X2.
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Dowéd twierdzenia 2.5.4 jest zakoiiczony.
Wartosci oczekiwane form kwadratowych wyznaczamy korzystajgc
2z twierdzenia 1.4.8 oraz z twierdzen 2.5.2 i 2.5.4. Mamy

(2.5.34) (x'éix) #’léiﬁ‘ +tr(éi ¢ )=2wy Ag+wy tr(a,) =

2wy Ag+ws Uy (i=e,r,a,ra,c,ca)

Przy hipotezach zerowych 2=0, %x=0, y=0, «¥'=0 na podstawie
twierdzenia 2.5.4 otrzymujemy funkcje testowe

v Vv v v
o_'r o_'a o _'¢c o _ 'ac
P = P Fa'va’ 1'c'V;' Poc = 3
gdzie
SSi
v = T (i=r,a,d,c,ac,e)

jest Srednim kwadratem dla i-tej pozycji tablicy analizy
wariancji (por. tabl.2.5.1).
W tablicy 2.5.1 wielkosSci

rSSr ac g(ii-- B ;)2' ssa = er g(i.a. % ;)2’
v 5 5 =y2
b ?—: ;?m. =¥y~ t D%,
= 5D a e i - i o
(] ra g(y. -k—y) '] Ssac=r ; & (y'Jk—y.j.—y. ak*y)
v = = 2
. g 3; ;‘%sk—y.arm.w.w ’
Ss i; i: . ( 7)2
L y i= $= ; yijk y

sg sumami kwadrstiw odpowiednic dla replikacji, czynnika A, bie-

S8

A
[}
0w
[}

SS

du 4, czynnika C, interakcji AC, bXedu e i wszystkich wynikdw y.
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W zastosowaniach wyznaczamy je metodg M (por. Oktaba [42]).

W sumach kwadratéw wystepujg nastgpujgce Srednie:
y - Srednia ogélna, ii.. - $rednia i-tej replikacji, i.j. -
érednia j-tego poziomu czynnika A, i..k - Srednia k-tego poziomu
czynnika C, 513. - érednia j-tego poziomu czynnike A i-tej repli-
kacji,itd.srednie wyznaczono sumujgc po brakujgcych wskaZnikach
np.

yj.° 3 Zyijk' ¥i...= 5% a.c %: lv; Yijk, 9 m = T ; l::yijk'

W kolumnie 5 znajdujemy wielkoéci:

2 2 2
; ;91 2 Zj REREY ;Yk

2

Cr == 1 .+ %= e . % = —%T
;;(xt)
(a=1)(c-1)

Uwaga 1. W przypadku nie jednorodnosci bzgdu e mozna odpowia-
dajgcg mu sume kwadratéw S8, rozbié na dwa skiadniki ortogonalne:
SS,p 1 88, o stopniach swobody réwnych (c-1)(r-1) i
(a=1)(e-1)(r-1).

Uwaga 2. Inne modele ukizadu pojedyno rozszczepionych jednos-
tek eksperymentalnych ze skorelowanymi bigdemi d oraz skorelowa-
nymi biedami e oraz losowymi efektami replikacji, losowymi lub
statymi efektemi A i C, losowymi interakcjami AC sg rozpatrywane

przez Niedokosa [39] przy odpowiedniej zmianie oznaczen.
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3 Doév:l.sdcunia wieloletnie i wielokrotne
3.1. Wetep

Przez doswiadcgenie wielokrotne rozumiemy doéwiadczenie wyko-
nane w kilku mie jscowoéciach lub latach, bgdé w jednej miejsco-
wodci powtarzane kilkakrotnie wediug tego samego schematu.

Bozwazymy dodwiadczenie wielokroitne powtarzane wediug czte-
rech schematéw opisenych w rozdziale drugim.

3.2. Wielokrotny ukZad kompletne] randomizacji

I. Roswaismy doéwiadczenie szaXozone metodg kompletnej randomi-

gacji dla a obiektéw replikowanych k-krotnie w ¢ mie jscowoéciach.

Zatwo dostrzegamy, ze dane licgbowe z ¢ dodwiadczeri stanowig

podwé jng klasyfikacje krzyzowg obiekty X miejscowoéci = tq semg

licsbg k obserwacji w kazdej podklasie. Zagadnienie polega na

poréwnaniu a obiektéw po wyeliminowaniu wpiywu miejscowosci.
UkXadowi temu odpowiada model matematyczny postaci

(3.2.1) Yigp “F1g * °44p =M +oci+g'1+(d.g)“+eijp
(131,2,000,35 1'1,2,00-'0; p=1,2,o-.,k)

gdgie y“p oznacza p-tg obserwacje i-tego obiektu w j-te]
mie jscowosci tj. p-tg obserwacje w podklasie (i,j).

(3.2.2) /A«ij = M ’“i’xj + (“r)ii
esnacza $rednig podklasy (i,]), oy - efekt i-tego obiektu,
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Yj - efekt j-tej miejscowodci, (¥ )11 - efekt interakcyjny pod-

klasy (i,j), M - érednig ogélng, ®iip ~ bigd eksperymentalny od-
powiadajgcy ’ijp' Catkowitg liczbg obserwacji jest n=ack.

Poga staiymi Moy &gy Yj' (D"X):LJ w modelu wystepujg zmienne
losowe: Vi3 oraz ’ij' Zekladamy, zZe

(3.2.3)  yy;p — MW pgq 82) 1ub ze ¢33p — MN(O, 82).

¥ symbolice macierzowe] zalozenia te zapisujemy jako

(3.2.4) y—®(x,821) 1 o —N(,62 1)

gdzie

(3.2.5) ¥ =[’111,’112""”ack]' e =[‘111"’112""'°ack]
8§ odpowiednio wektorami wierszowymi n=ack obserwacji i tyluz

bzedéw eksperymentalnych.
Model (3.2.1) ma postaé macierzowg

(3.2.6) g=Ip+e=[LiLiLiIlp+e
gdzie macierz
(3.2.7) x = [xix,ix,0x,]

i gizie u=Ip, prsy czym (por. Oktaba [53])
By=X, X, =1, =I0F, =I,0E0E,
(3.2.8) {X, =X =E,@I @8
Ko™ Xy = L1 ®F, = I, @I ®F,

8§ kolejno wektorem jedynkowym, macierzg obiektéw A, macierzg
mie jscowosSci C i macierzg interakcji AC.
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II. Wykazemy siusznosé nastgpujgcej tossamosci dla podwd jnej
klasyfikacji krzyzowej z t§ samg liczbg obserwacji w kazdej pod-
klasie:

(3.2.9) SSy = SSS + SS° + SSac + SSe

gdgie SSy byto zdefiniowane w (2.2.14), natomiast
(3.2.10) S5, = y'Ay = ¥ [, - )1

(3.2.11) 88, = I'éc! = !’[r;c - _1]!

(3.2.12)  88.5= 3'Mgo¥= ¥ [BacBa~ B + )1
(3.2.13) S8, = YAy = ¥ [T - B, )z

gdzie Q‘, 4 &ao i ée 8§ macierzami kolejnych form kwadrato-

e?
wych (3.2.10) + (3.2.13). Formy te s§ odpowiednio sumami kwadra-
téw dla 1) obiektéw, 2) mie jscowoéci, 3) interakcji obiektéw
2z miejscowosciami i 4) bXedu eksperymentalnego.

Dowéd tozsamodci (3.2.9) jest natychmiastowy i wynika wprost
z podstawienia wyraser (3.2.10) ¢+ (3.2.13) do (3.2.9) oraz wyko-
rzysteniu relacji (2.2.14).

Postaci sum kwadratéw w formie niemacierzowej sg podane
w (3.2.16).

III. Twierdzenie 3.2.1. Przy zaXozeniu (3.2.4) formy kwadratowe

5 _ A8 5 Tha 88,  I'Ago¥
bt e . e T, = =T 58 ¢
de 4 de de 63 de 63
(3.2.14) e

sse s ! é‘ax

B

majg rozkiady chi-kwadrat odpowiednio
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1) s Vo = r(é.) = a-1 przy hipotesie ;=0 (1=1,...,8),

2) s V, = r(éc) = ¢-1 prsy hipotezie YH-O (3=1,0.458),
3) 8 Vo= r(4 )= (a-1)(e-1) prezy hipotezie (ccx')iJ = 0,
4) = Ve = n-ac stopniami swobody.

Dowéd przebiega analogicznie Jjak dowéd twierdzenia 2.2.2. Wyka-
suje sig, Ze mecierze Aoy Ay A, i A, =8 idempotentne i ze
ich rzedami sg§ odpowiedmio: a-1, c-1, (a-1)(c-1) oraz n-ac.
Warto sauwasyé, ze

XX, = okl

IV. Iwierdsemie 3.2.2. Gdy y — W(u, 62 1), to sumy kwadratéw
88,, 88,, S8_, i 88, s&5 stochastycznie niezaleine.

Dowéd przebiege analogicznie jak dowéd twierdzenia 2.2.1.
Wobec dwu twierdszed 3.2.1 i 3.2.2 moiemy utworzyé funkcje testo-
we ¥ dla weryfikacji hipotez wymienionych w twierdzeniu 3.2.1.
Punkcje te przedstawiono w tablicy 3.2.1.

W tablicy 3.2.1 usyto nastepujgcych sgapiséw skritowych:

2 2 <
bt 'Y (%)
2 ; g 2 E J 2 _r_g_)__ ;”
(3:2.15) @, = —hrpog et

- |

r - =\2. ¥ 7)2
88, = ck ;(71,.") vl w0k g(y.:‘.-y) ’
88g0= k f‘; g(iij.‘ii..“i.:l-*i)a'

k _ - 2
5% = 357 35 3 Puan s

(3.2.16) <
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= 1 = 1

o R ; ;yijp v Y.k Z:-; pi_; Yijp °
- 1 =21

’11."5;’1”' "ig;;’ijp

sg odpowiednio érednimi i-tego obiektu, j-tej miejscowodci, pod-

gdgie

(3.2.17)

klasy (i,j) oraz wssystkich obserwacji.

V. Wartosci oczekiwane Srednich kwadratéw V., Vo V‘c i Y.
uzyskano ze wzoru (1.4.9) i szestawiono w pigtej kolumnie tablicy
3.2-1.

Many bowiem

e(ss,) = tr(a 62 1) + (XB) 4, (TP) = 62T - Dack +

+ (X)) A,(XP) = (a-1)82 + ok g‘_:qi

stgd
SS
a 2 2
6(V‘) = Ea—_T 869 * ckda
Podobnie

£(8S,,) = tr(kg,821) + (Xp) A (XP) =
= (a-1)(b-1) 62 + x }; ;(«g)fj
3.3. Niezréwnowasony ukiad wielokroiny kompletnej randomizacji

W przypadku gd_ obiekty sg replikowane ré2ng liczbg razy
w mie jscowodciach dane eksperymenislne stanowigq niesréwnowasong
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klasyfikacje krzyzowg. Odpowiednig analize¢ wariancji mozna zna-
lezé u Mikosa [33].

3.4. Wielokrotne bloki kompletnie zrandomizowane

I. Rozwazamy doswiadczenie zaXoZone metodg blokdéw kompletnie
grandomizowanych dla & obiektéw 1 ¢ blokéw w d mie jscowosciach.
Dostrzegamy, %ze dane liczbowe d eksperymentdéw stanowig kombinac-.
je klasyfikacji krzyzowej z hiererchiczng, a mianowicie: C(D) * A
tj. bloki C w miejscowosciach D tworzg klasyfikacje krzysowg

z obiektami A (por. Oktaba [42]).

Zagadnienie polega na weryfikacji hipotezy o interakcji obiek-
téw z mie jscowoSciami oraz samych obiektéw przy eliminacji efek-
t6éw blokowych w mie jscowosciach i efektéw mie jscowosdci.

UkZadowi wielokroinemu blokdéw kompletnie zrandomizowanych

przypisujemy model matematyczny postaci:
(3.4.1) Vijp =/U’ijp *ey5p =M +Ky + ép - (o(S)ip +

* ¥ y(p) * ey

(i=1,coo'a; p=1,o-o.di 331,000,0)
gdzie yijp oznacza obserwacje¢ i-tego obiektu w j-tym bloku
p-tej miejscowoseci, » - drednig ogélng populacji, oKy - efektenm
i-tego obiektu, SP - efektem p-tej mie jscowosci, (oLS)ip - efek-
tem interakcyjnym i-tego obiektu z p-tg miejscowoécig,
Y(S)J(p) - efektem j-tego bloku w p-tej miejscowoéci, °ijp -
bigdem eksperymentalnym odpowiadajgcym Yijp*
(3.4.2) }.Lijp =n +oly "Sp + (acg)ip + X(S)J(p)
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oznaczae $rednig i-tego obiektu z j-tego bloku w p-tej miejsco-
woéci. Catkowitq liczbg obserwacji jest n=acd.

¥ modelu (3.4.1) tylko Yijp OT8Z ey, 84 zmiennymi losowymi.
Pozostaie wielkoéci sg stale. ZakXadamy, ze

(3.4.3)  yy3p — WW(uyy,62) 1ub ey, — WN(0,62).

¥ notacji macierzowej zapisujemy te zaXozenia jak (3.2.4)
gdzie

(3.4.4) 1{‘ [’111"211""'«‘7adc]' o= [8141005170++1954]
Model (3.4.1) usyskuje postaé macierzows

(3.4.5)  y=ZXp+e=[XiXiLiXiLIB+e

gdzie macierz

(3.4.6) X =[ LG Esix %5 ] = [ K X H058E 03T )]

i gdzie §Q=ﬁ. 8[#111,}&211, .o .,/J.adc], jest wektorem srednich
podklas w populacji. Macierze blokowe (por.Oktaba [45]) postaci

rLl = Egea = By
!2 L ;g o Edegcglg
(3.4.7) {125 = X; = I,Q@E ®F,

Ly = Xgq = I3®E, 81,

k!5 o gc(d) = ldelcggg

5§ kolejno: wektorem jedynkowym, macierzg obiektéw A, macierszsg
mie jscowoéci D, macierzg interakcji AD i macierzg blokéw w miej-
scowoéciach C(D).

Wymienionym czterem koXicowym macierzom ;2, 53, §4 i !5 odpowia-
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dajg 4rédta zmiennoéci w analizie wariancji z naste¢pujgcymi licz-
bami stopni swobody: V, = a-1, Vg =d-1, V, = (a-1)(a-1),
v5 = d(e-1). Liczbg tg dla biedu jest Vg = d(a-1)(ec-1).

II. Dla rozpatrywanego ukXadu zachodzi nastgpujgca tozsamosé

(3.4.8) SSy =SS, + 854 + 55,5 + Ssc(d) + S5,

gdzie ssy byto zdefiniowane w (2.2.14), natomiast

(3.4.9) 88, = y'Ay =¥ [Bg - By]x

(3.4.10) S84

YAy =¥ [Bg - Bq)x

(3.4.11) 5S4 = yAsa¥ = ¥ [Bog - Ba - Bg * g,]z

(3.4.12) SSc(a) =T Ag(a)X = X Egcd 3 Bd]l

(3.4.13) 55, = y'AF = ¥ [I - Bgq - Bgo * Bgl2

gdzie éa' As» éad’ éc(d) i A, =3 macierzami kolejnych form
kwadratowych (3.4.9) + (3.4.13). Formy te sg odpowiednio sumami
kwadratéw dla 1) obiektéw, 2) miejscowoéci, 3) interakcji obiek-
t6w z miejscowoéciami, 4) blokéw w miejscowos$ciach i 5) biedu

eksperymentalnego.
Dowéd tozsamodci (3.4.8) jest bezposdredni.

III. Twierdzenie 3.4.1. Przy zeXozeniu (3.4.3) formy kwadratowe

SS SS: SS SS SS
(3.4.14) a d i ad , c(d) e
62’ 82’ 42 62 ' 42

e e e e e

majg rozkiady chi-kwadrat odpowiednio z Uz, V3, 24, V5 i Ve

stopniami swobody.

Dowéd jest analogiczny do dowodu twierdzenia 3.2.1.
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IV. Iwierdzenie 3.4.2. Gdy y — N(&,6§ I), to sumy kwadratéw

ssa, ssd, SSad, Ssc(d) p | SSe sg§ stochastycznie niezalezne.
Dowéd jest analogiczny do dowodu twierdzenia 3.2.2.
W tablicy 3.4.1 uzyto skréconych zapiséw:

a
104 , &8 il
2 1= 2 _p=t P 2 _ =1 g=1(=9)y
Ba % T, S0 B v %5 St
(3.4.15) 1
2
2 E;ZX(S)j(P)
‘6c(d) = d(c-1)
i

- oy .- .2
88g =cd ) (35, -7, 58 = ac ng;("-P-y) ’

( e — - -
%%a = © ;; ;"i.p‘yi..-y..pw)z ,
= 8 = 2
SSc(d) =a JE:_; ;(y-h’-y--p) -
FT e L= TR
e 15::{ ;::r ;‘yup‘-"i.p-&jpﬂ..p)

a a
- 1 E 1
Ji..” fi‘: ;yijp' Y.j. T ad g I;Vup ’

1 .
..p _ac ; ;;yijp’ Yip T 7T ;;yijp ’
= _1
| ’-1p‘3;’11p

8§ odpowiednio érednimi i-tej klasy klasyfikacji A, j-tej klasy

(3.4-15) <

gdzie

(3.4.17) < ¥
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klasyfikacji C, itd. Zauwasmy, se suma kwadratéw dla biedu S8,

Jest sumg kwadratéw -dla bzedu w d mie jscowoéciach.

V. Wartoéci oczekiwane érednich kwadratéw Var Vao va.d' Vo( a) >
Y. ugyskano se wzoru (1.4.9) i zestawiono w pigtej kolummnie
tablicy 3.4.1.

3+5. Wielokroine bloki kompletnie zrandomigowane 2z powtérzo-
nymi obserwac jami

Rozwazamy model blokéw kompletnie zrandomizowanych powtérzo-
nych w kilku mie jscowosciach przy tej samej liczbie k indywidu-
alnych obserwacji. Mamy wigc k obserwacji w kazdej s acd podklas
klasyfikscji C(D) X A przedstawionej w paragrafie 3.4. Odpowiada
temu model matematyczny postaci:

(i Tgn St I

= oty Sy(ad)ype y(8) () SYy a0y o
(1=1,...,8; p=1,...,d4; j=1,...,¢; t=1,...,k; n=acdk)

Poza symbolami przedstawionymi w poprzednim paragrafie wystepujg
tu Slf(“)p;(i) - efekt interskeji CD wewngtrz A i biad ey .
gwigzany 2z t-t§ obserwacjg i-tego obiektu j-tego bloku w p-tej
mie jscowodci.

Model (3.5.1) uzyskuje postaé macierzows

(3.5.2) y=Ip+e = [T IIIX X ix]p + e

gdsie macierz
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(3.5.3) X =[K H K ] =X 1, Eg g o 0) o (a)]

i gdzie M= X[p. Macierze blokowe (por. Oktaba [45] ) postaci
P

51 i Ekacd 5 §n

I, =X, =EOEQIOF

P
W
[

X3 = IBEQ®EQE,
(3.5.4) T

lal
]

=4 Sad = zdg §c® ;.a@ §k
X5 = Xo(q) = La® I.BE® By

Xg = Xgo(a)™ 1a® Lo® 18 By

b4
(]

sg odpowiednio: wektorem jedynkowym, macierzg obiektéw A, macie-
rzg mie jscowoéci D, macierzg interakcji AD, macierzg blokéw

w mie jscowosciach C(D) i macierzg interakcji AC w miejscowos-
ciach D.

Wymienionym pigciu korcowym macierzom 52, 33, 34, I 1iXg od-

5
powiedajg Zrédia zmiennodci w analizie wariancji z nastgpujgcymi
liczbemi stopni swobody: V, = a-1, Vz = d-1, V, = (a-1)(d-1),

v5 = d(e-1) 1 Vg = d(a-1)(c-1). Liczbg tg dla bledu (wewngtrz
podkles) jest V, = acd(k-1) = n-acd (por. Oktaba [42]).

Dalszy tok rozumowania przebiega jak w poprzednich paragra-
fach.

Przyktad 3.5.1. W doswiadczeniu z zakresu drobiarstwa obserwo-
wano k potomkéw (kurczgt) w kazdej z podklas klasyfikacji "fermy
w latach razy pkeé" tj. klasyfikacja C(D) XA, gdzie klasyfikacje
C, D i A odpowiadajg: férmom (obiekty), sezonom (odpowiednik

mie jscowo$ci) i rodzajom pZeci.

Postaci sum kwadratéw w analizie wariancji sg nastgpujgce:
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(2. - 2%
¥ [ - B2

S8g4= Y Agq ¥ [ggd-gg_gd+21]z

( ’
ssa i 4 .‘.J

8Sq = ¥ 44X

(3.5.5)  {885(q) = ¥'Ao(a)¥ = ¥ [BoaRa)¥
S8gc(a)= I’éac(d)! 3 l'[gac(d)’gad”gcd+gd]z
s, =y'ay=3[I-2)z

S8, = ¥'he¥ = 1[I - Boe(a)] X

1]

\
Tworzymy je zgodnie z regug ustalajgcg odpowiedniodé migdzy
sktadnikemi liczb stopni swobody a operatorami.

3.6. Uktady dla roslin wieloletnich metodg blokéw kompletnie

zrendomizowanych

Anelize wariancji dosSwiadczenia z roélinami wieloletnimi
(por.Pearce [47]) metodg blokéw kompletnie zrandomizowanych moz-
na uzyskaé z analizy wariancji uktadu rozszczepionych jednostek
eksperymentalnych. Mamy bowiem liczby stopni swobody (por.

Oktaba [42]):
rgr = r-1 dla replikacji R,

Vg = 8-1 dla lat A (czynnik pierwszego rzedu),

Vop = (8=1)(r-1) dla interakcji AR,

(3.6.1) {¥, = b-1 dla obiektéw B (czynnik drugiego rzedu),

(a-1)(b-1) dla interakcji AB,
(r-1)(b-1) dla interakcji BR,

vab

Yor
Vabr= (a-1)(b-1)(r-1) dla interakcji ABR.

-
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Zauwazmy, ze na bigd w ukadzie pojedynczo  rozszcszepionych
jednostek eksperymentalnych skiadajg sie¢ dwa skiadniki Vor i
Vabr tj.

Uwaga. Dla rosdlin jednoroczmych w do$wiadczeniach wielolet-
nich nie interesuje nas interakcja RB; wtedy RB Zgcznie z RAB
tworzy bigd drugiego rzedu.

Memy tu model matematyczny

(3.6.2) Vig =M +%y *9x * (£8) 4y + pj + (oc(b)“ * o4
(i = 1,..-,3; J=1,..-.bi k=1,...,r)

gdzie ¥yj O%nacze k-tg obserwacje i-tego roku (klasyfikacja A)
dla j-tego obiektu (klasyfikacja B), M = Srednig ogélng popula-
eji, X4 = efekt i-tego roku, Sk - efekt k-tej replikacji,

(¢ Q)4 - efekt interakcyjny dla oy oraz Q., (bJ - efekt
j-tego obiektu, (°"e’)j_'j - efekt interakcyjny i-tego roku 2z j-tym
obiektem, °ijk - bzgd odpowiadajgcy obserwacji yijk‘

3.7. Wielokrotny kwadrat Zacinski

I. Rozwazmy ukiad eksperymentalny z n=k¢:2

jednostkami doswiad-
cewalnymi uzyskanymi z k-krotnego powtérzenia kwadratu Yacinskie-
go o wymiarach c¢ xc¢ (por. Oktaba [42]) przy c=a obiektach, c=f
wierszach oraz c¢=b kolumnach. Odpowiedni model matematyczny

jest postaci
(3.7-1) Ymijr = M e o Y(e)jr"’ *(8) 3+ Sm*(ge)mr"mijr

(r=1'o.-'ki m=1,ec.,8; 1=1,.-..f; J=1,..-,b; ﬂﬂf‘bac)
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gdzie ymijr oznacza obserwacj¢ m-tego obiektu wystepujgcego

w i-tym wierszu, j-tej kolumnie r-tego kwadratu Zaciriskiego,
(3.7.2) e(ynijr) */"'nijr =P8+ Y(e)jr" "‘(e)h+ Sm’(ge)nr
jest odpowiednig érednig w populacji, }L - Brednig ogélng popu-

lacji, Or - efektem r-tego kwadratu tacirnskiego, 5 - efektem

m
obiektu, u(e)ir - efektem i-tego wiersza w r-tym kwadracie,
¥(8) jr - efektem j-tej kolumny w r-tym kwadracie, (<S'e)mr - efek-
tem interakcyjnym migdzy m-tym obiektem i r-tym kwadratem,
°mijr - blgdem eksperymentalnym zwigzanym z ymijr'
Poza staiymi M jrr Moo Ops ‘((O)jr. ()45, &5, (56)
w modelu wystgpujg zmienne losowe: ymijr orag 'nijr .
Zektadamy, ze

(3:7:3)  ¥pygp — WW(ppyypn®) 1ub ey, — WH(0,82)
W symbolice macierzowej zaXozenie to odnotowujemy jako
(3.7.4)  y—N(g,d5.1) 1w ¢ — §(g, 62.1)

gdzie y 1 e 8§ odpowiednio wektorami kolumnowymi n obser-
wacji i n Dbiedéw eksperymentalnych, 63-; Jest macierzg ko-
wariancji wektora y 1lub wektora e.

Model (3.7.1). w notacji macierzowej ma postaé
(3.7.5) g =Xp+e = [LiLiLIX X ix]p+e =

= I+ I8 + L0(Q) + XeU0)+X 5 +Xg(80)+e
gdzie

(3.7.6) = [LiiLin ]
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jest macierzg ukzadu okreslonego przez szesé nastgpujgcych macie-
rzy blokowych: §1 - dla éredniej Mo 52 =X - dla kwadratéw
Zacinskich, 13 = x’b(k) - dla kolumn wewngtrz kwadratéw,

14 = If(k) - dla wierszy wewngtrz kwadratéw, ;5 A dla obiek-
téw, X = X, - dla interakcji migdzy obiektami i kwadratami Xa-
ciriskimi:

LB L OE o LyIy(x)" L8195,

X=X (k)= Ix®E B I, X=Xy  Xg=Xgx

(5Tl

Wektor parametréw p obejmuje odpowiednie wektory parametréw
dla m, & - dla kwadratéw Zacirskich, ¥(8) - dla kolumn we-
wngtrz kwedratéw, «(8) - dla wierszy wewnatrz kwedratéw, & -dla
obiektéw, (§0) - dla interakcji obiektéw z kwadratami:

(3.7.8) B’ =[pn, 0", UO)’, ()", 8", (o]

II. Dla wielokrotnego kwadratu laciriskiego ma mie jsce nastgpujg-

ca tozsamoéé (por. tablica ANOVA 3.7.1):
(347.9) S8, = 88 + 88y )+ SSp(y)* 55, + S5, + S5,
~ gdzie suma kwadratéw dla wszystkich wynikéw SS, jest okreflona

wzorem (2.2.14) a (por. Oktaba [44]):

(3.7.10) S8, = YAy = ¥ (B - By)y
(3.7.11)  SSy(x) = Y'hy()T = T (B - Bl
(3.7.12) SSp(x) = T he(e)X = ¥ Bpye - B
(3.7.13) SS, = yAy =y (B, -2y

(3.7.14) 8Sgy = ¥ Agy¥ = ¥ (Bgy - Bg - Byt By)Y
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(3.7.15) 88, = YAy = ¥ (I - Ry = Byy - Bop + 2By)

85 odpowiednio sumami kwadratéw (por. tablica 3.7.1) dla kwadra-

t6w Xacinskich, kolumn wewngtrz kwadratéw, wierszy wewngtirz kwa=

dratéw, obiektéw, interakcji obiektéw z kwadratami i bie¢du ekspe-
rymentalnego.

Jak zwykle zn e ln oraz

’

(3.7.16) Py = L(XX) 7 X] (1=1,k, bk, 7k, e, ak)

Macierze form kwadratowych (3.7.10)#+(3.7.15) sg postaci (por.
Oktaba [44]):

(3.7.17) K xTEr A (k) Bok Bk 0 Ar(x) BB 4a72a7Ey

Aok PaxPaPx*Brr Ao~ I P Pri Pty
Wobec (2.2.14), (3.7.10) + (3.7.15) dow6d tozsamosci (3.7.9)
jest natychmiastowy.

Postaci sum kwadratéw SSk,...,SSe w formie niemacierzowe]
podano nizej.

Dla losowo wybranych ugrupowar obiektéw w kwadratach Zacin-
skich macierze ;5 i 56 majg okreSlone postaci, rézne dla réz-
nych ugrupowan a macierze 52,§3 - ¥ 54 8§ niezmienne. Tym nie-
mniej dla réznych losowych ugrupowan obiektéw w kwadratach ia-
ciriskich zachodzg pewne proste relacje (por. (2.4.15)).

Dalej postepujemy analogicznie jak w 2.4 dla kwadratu Zacii-
skiego. Dowodzi sig¢ niezaleznosci stochastycznej sum kwadratoéw
wchodzgcych do ANOVA (por. tablica 3.7.1) oraz tego, ze sumy te
podzielone przez 62 majg rozkiady chi-kwadrat z odpowiednimi
liczbami stopni swobody. Stgd uzyskuje sig postaci funkcji tes-
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towych F dla weryfikacji hipotez statystyczmych dla obiektiw,

interakecji miedzy obiektami i kwadratami tacifiskimi.

Sumy kwadratéw podane w tablicy 3.7.1 majg nasigpujgce postaci

niemacierzowe:

(3.7.18)

.1

(ssk-czf:{(i...r - 92, ssb(k,w;: ri_;(i, T
c

ssf(k)'acg g(i.ior-i...r)z' Ss‘akcng(in.”-i)z ’

ssaka‘i;; ri;(in...r-in- . o-io . .r*i)z’

Y ¥ 5 =2
3393(-}:_;.) (Ymijr-y._ .. .'Ir-’.i.r*a’) :

=2
ssy= (n;r ) ( Ymi jr")

gdzie yj jest érednig ogélng a y ze wekafnikami i kropkami oz-

naczajg Srednie po wskaZnikach, na ktérych mie jscu postawiono

kropki; znak (g ) okreéla sumowanie po wszystkich n obserwa-
>

cjaech.

Nadto uzywamy nastgpujgcych skrétowych oznaczen:

(3.7.19)

r 2 z
62 p* ; er 62 _ = [Y(e)jr]

{ 62" 2 xE— -
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Wartodci oczekiwane Srednich kwadratéw V (por. kolumne 4 tablicy

3.7.1) wysnacsono ze wsoru (1.4.9) i zestawiono w kolumnie 5.
Punkc je testowe P wyznaczamy anslogicznie jak w § 2.

3.8. Wielokrotny ukiad pojedynczo rozszczepionych jednostek
eksperymentalnych

I. Rozwazamy ukiad doSwiadczalny dla nastepujgcego modelu poje-
dyno rozszcgepionych jednostek eksperymentalnych powtarzanych
w kilku latach

(3.8.1) yijk. = }L + ri(’)i- 6.4‘ “J+(°‘S)j"+ [“r(S)]iJ(’) +

R ({5)k’+ (°L¥)Jk+(°‘¥8)jka+eijk(a)
1'1,---,1‘; 181.000"; k=1'.ol'°; '=1'o--’p

gdsie ri( 8) jest losowym efektem i-tej replikacji w s-tym roku;
S. - losowym efektem s-tego roku, otJ - stazym efektem j-tego po-
siomu klasyfikacji A (obiekty), (x3J) je — losowym efektem inter-
akcyjnym migdsy klasyfikacjami A i L (lata), [ocr(S)]ij(!) - lo-
sowyn efektem interakcyjnym ("biedem”) i-tej replikacji z J=tym
poziomenm klasyfikacji A w s-tym roku, Yy - staiym efektem
k-tego poziomu klasyfikacji C, (y9J g - losowym efektem inter-
akcyjnym kKlasyfikacji C z latami, (ot y) jx - statym efektem in-
terakcy jnym klasyfikacji A z C, (“rs)jka - losowym efektem
interakcy jnym mig¢dzy truema klasyfikacjami A, C i I, °1jk(s) -
bigdem eksperymentalnym w s-tym roku. Jak zwykle, M oznacza
Srednig populacji, natomiast yijka - obserwacje i-tej replikacji
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J-tego poziomu klasyfikacji A, k-tego poziomu klasyfikacji C
w s-tym roku.

Przyjmujemy nastepujgce zalozenia dla zmiennych losowych (por.
Oktaba [42]):

(75(s) — F(0,62(,)), &, — (o, 62),

- 2 _ 2
(3.5 (uS)js‘— K(o, af“léap). [oc r(s)]ij(s)— '(0’9—31631-(1,))’
.8. (¥8) g— M(0, %dgp), (acgé)jk’_.l(o’ — 32—1 dicp)

&5 jx(s) — ¥(0, 6 &

.
Poza staiymi M, o j? Y oraz («f) x modelu wystepujg tylko
efekty losowe. NakZadamy nastepujgce restrykcje:

(Z;ocj PPS 2o g = I g = 0
(3.8.3) 1 ;(ags)u = ;:[o:r(S)] 13(s) ;‘:(gs)h =§;(.¢gs)1k'.

= ;(«xa)jk' =0

Zakladamy, ze korelacje migdzy efektami losowymi s§ réwne zeru.
Mamy

(3.8.4)  EFyqq =ty + ¥ * C8) g = Py
W notacji macierzowej mieszany model (3.8.1) przybiera postaé
(3:8.5) g =Xp+e=Eu+ Xr()+ L5+ X + X (xd) +-
* Ig®) + Ir ¢ T8 ¢ Ty +
+ Xyoxd®) + e
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gdzie

(308-6) 5 = [Enszzaﬁsotusao]
Jjest macierzg uktadu eksperymentalnego przy ;1 = En'
Wektorem efektéw modelu jest

B=[p,x(8)) & &' @8, [xx®)]) ') 45", 28]
Przy n=rpac obserwacjach rozwazany ukiad eksperymentalny
stanowi kombinacje¢ klasyfikacji krzyzowej z hierarchiczng posta-
ci R(L)x AXC (co czytamy: "R w L razy A razy C") z nastepujg-

cym porzgdkiem klasyfikacji: C, A, L, R (por. Oktaba [45]).
Wobec tego macierze blokowe macierzy X (por. (3.8.5)) przy-
bierajg ksztaxt (por. (1.4.19) i (1.4.20)):

r!a = Xr(p) = Ec®EB I @1, = E @1y,

= 5 =E,QEQ® ng Br = Ege® EpQ 5
L, =X, = :Ec@lg@Ep@ B = E.®L®E,

Ly = Xyp = E®IBI ®F, = E,®I, OF,

= X, = I,®E,@F 8, = 85,

Xg = X, = 1,®E, 8L ®F,

Xy = X = I,®I,®F ®F, = I, ®F,

L§1° = Xgop = L1cOL @I ®E, = 1,,.®E,

ZakXadamy, ze

(3.8.8) ¥ — Np, %)
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gdgzie
(348.9) M= E(y) = B+ X + Loy + gg(g_(,!)

przy

(&) — (g, 62

r(p) Irp) § — K, 612> Ip)s

e '[9' 6§p(lap'

(3.8.10) ¢

ce
2 1 1
“__LS i n[(_)' 6acp(-1-acp- 3 E ;p_ -&. ;c ® E 81 “

Przyjmajemy brak korelacji migdzy wektorami losowymi modelu tj.
gaktadamy, ze odpowiednie macierze kowariancji ¢ 8g réwne

zeru:

(3.8.11) iz,g =l£,“_5= 950 230 i-_c_xég =0

II. Wyznaczmy macierz kowariancji ¢ wektora obserwacji y
w zaleznoéci od 515 1
Operatory rzutowe 21 o wymiarach nxn c.reSlamy jako

(3.8.12)  B,=K, (X;X,)7'X; (i=r(p),p,s,ap,ar(p),c,cp,ac,acp,e)

gdzie X, zdefiniowano w (3.8.7).
EKorzystajgc ze wzoru (1.4.4) zauwazamy, Ze wyraing postacig
maciergy kowariancji g wektora losowego y wobec braku kore-

lacji migdzy losowymi wektorami modelu (3.8.1) lub (3.8.5) jest
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,ﬂ}i Eppt +Zpr(8)+. . o 4X, (x4 8)+e =

« 53Leis) % oot Bl Ko 2L o

Wobec (3.8.10) otrzymujemy postaé maciersy $ w zaleznoéci

od ﬁ:
(3:8.13) = L)L Ap + 65 BX; + Ogp L(ep- 3 EO LI

* Ser(prsTary - 3 20T ¢

as
2 1 .
*6cp 2 % (lcp - T cEcQIP) g *
2 1 1
+6acp -;10(;acp - T c%Qzap_ a ;csa%@-p e

1

o, i
ac

E ®1I é
S0, 80 -p) !10+ e in

III. Analize wariancji podang w tablicy 3.8.1 moZna uzyskaé z
analizy wariancji poczwérnej klasyfikacji krzyzowej R XL XA xC
przez polgczenie £rdédex zmiennodci R z RL (co daje R(L) tj. R
wewngtrz L) oraz przez poigcgzenie interakcji RA z RLA co daje
AR(L) i wreszcie przez poXgczenie Zrédex szmiennodéci RC z RLC,
RAC i RLAC, co daje bigd e. Pamigtamy, ze zwykiy model pojedyn-
czo rozszczepionych jednostek eksperymentalnych odpowiada mode-
lowi potréjnej klasyfikacji krzyzowej R xAxB (R - replikacje,
A i B - czynniki), w ktérym blgd "a" stanowi interakcja AR a
bigd "b" - suma dwéch interakcji BR i ABR.

Analiza wariencji wyraze podzias formy kwadratowej !'éyl
dla wszystkich obserwacji na k (skladnikéw) form kwadratowych.
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Kazda z tych form stanowi sume kwadratéw SS; dla odpowiednich
¢rédex zmiennosci.

Zachodzl przy tym nastepujgca tozsamodé (por. tablica 3.8.1 dla
AWQVA)

(3.8.14) 88 +SS_+8S_+8S__ + S8

y = S5x(p)* 55 a ap ar(p) *

+ 85, + 85, + S8, + 88, + 83, = i::ssi
gdzie
(3.8.15)  ss;=y’A,y (i=y,r(p),p,8,ep,ar(p),c,cp,8ac,acp,e)

Wyrazenia (3.8.14) wobec (3.8.15) sg sumemi kwadratéw kole jno
dla: 1) wszystkich wynikéw y, 2) replikacji wewngtrz lat, R(L),
3) lat L, 4) czynnika staXego A, 5) interakcji AL, 6) inter-
akcji AR wewngtrz lat, AR(L), 7) czynnika statego C, 8) inter-
akcji CL, 9) interakcji statej A0, 10) interakecji ACL i
11) bledu e.

Zgodnie z regulg tworzenia macierzy Ay na podstawie formux na
liczby stopni swobody w ANOVA (por. Oktaba [44]) uzyskujemy po-
zycje podane w kolumnach 1,2 i 3 tablicy 3.8.1, gdzie

-Bps AR -P., A =Po-B,, A, =B B -P +P

( r(p) =pr -a -a -1’ =ap -ap -a -p =1°

Aar(p)EparPpa~Ppr'Bpr AcBeByr Acp=Ro,Bo-P, Ry,

(3.8.16) <A ~Pg-P +P1 A =P _-P _-P +P -P__+P +P —g

4ac=Pac Aacp=Epac2apZep*EpLactEatle
ée=2prac“gprs;gpac+gpa’ Ays~I-Ry, By= H j% ’
I1=2,= Porac

o
W ten sposéb przedstawiliémy sumy kwadratéw (formy kwadratowe
dla poszczegélnych Zrdédex zmiennodci) przy uzyciu operatoréw
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rzutowych.
Dowéd tozsamosci (3.8.14) ze wzgledu na (3.8.16) jest bez-
poéredni.

IV. Twierdzenie 3.8.1. Macierze A, (i=x(p),p,a,8p,ar(p),c,cp,
ac,acp,e) wystepujgce w formach kwadratowych (3.8.15) sgq idem-
potentne i parami ortogonalne. Mamy wiec udowodnié, ze
(3.8.17) Ahy =0 (4,3=x(p),py8,8p, ... 005 1£])

oresz

(3.8.18) a2 =,
2

Dowéd: 1) Wykazemy przyktadowo, ze ép = 5p‘ Wobec idempoten-

tmoci operatoréw P, mamy B2 = P,. Stad 25 =P, iP5 =R
Z uwagi na ép = gp - 21 uzysku jemy
2 2 2 2
Ay = (Bp-By)" = Bp-B Ry-P B +By = Bo-P P, -P P R,

Zauwazmy, 2ze !rnm:lary nxp oraz e §5=oa.r E . Stad
np

g{, E=racBE .
pn
Manry n=acrp 1
r

I2%s = Lr(p)¥r(p) = % Inp
I;ly = LI, = aar I,

I,x, = XX =crpl

-a-a -a

It = Zaplap = °F Igp

(3.8.19) 1Z6%s = Zar(p)Zar(p) = © Larp
iy = XX, = ermp I

oy = XopZop = 87 Iy
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1919 ZacXac = TP I

X010 = acp-acp =T Iaep

Eorzystajac z (3.8.19) ugzyskujemy

1

B LR T D E- L L E

= Hacr Llp* racp!n’ngp! nE=2 =2

P
pn 3

_p.—
glyz X E =E
Zatem wobec

A2=2, -B -B +R =R, -2 =4
dowéd idempotentnosci macierzy Ap jest zakorczony.
Podobnie dowodzimy idempotentnosci pozostatych macierzy éi'
Prze jdZmy do dowodu, ze macierze ép sg parami ortogonalne.
Przykiadowo udowonimy, ze A_A, = 0. Bgdziemy korzystali z naste-
pujacych relacji, ktére uzyskuje sig uzywajgc wiasnosci iloczynéw

kroneckerowskich (por. 1.4) macierzy:

&252 = Xo(p)Er(p) = B, B

ac ac

. L . -k E ®I ®
L = Bk = R B O

xx'=xx =E®I ® E
=4=4  =a-a rp TP
X525 = Zapkap =c§c®;ap®r§r

. g
Ly
"
I
5
|
I
Q
®
It




19

Matematycsne modele doédwiadcszen
X -) - x -' - I Q !
1919 -acxic =ac rp TP
;10510 -ncpgaop pac rxr

Wobec (3.8.16) mamy

Aoh; = (Bg-Ry)(R,-R,)=B P ~P B;-B,B 4% = B B P

a=c a1 -agc 1"P P +P

Pol
Zauwazmy, ze
BaBq = 24Bg = BgB, = By
Istotnie wobec (3.8.12), (3.8.20), (1.4.21) otrsymmjemy

-1 =1 Jig e -
Bafo = Lo(XX,) ™ T X (XX)T L = LI XX o o

1
o Fgs 0 ®I ® E i B =
ca(rp) ( TP rp)( Qn.rp arp)

1
R | @(I&l)(l®3)=
ca(rp) [ rPrp aa rprp]

[ne(nax)]-%zg E =

carp c aa rprp ¢ ¢ arp arp
1 1
= - E == E =P
B carp carp © ~ =1
Zatem
ddy =By - B -2 + 2 =0

2 o0 dowéd tego nam chodzizo.

Wykazemy, ze ér(p) ép = 0.
Istotnie

brp) 4p 7 (Bpr - Bp) (B - 2y) =

Zor Ep = Epr By - BBy ¢ P, =

*RB, -B -P, +R =0
d = . €
gdyz gpr 1_>p. r;p Mamy bowiem
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» -1 ’ ’ -1 .
B, = DBy BT X -
= s Eper) X)) = goas (B ®I)( B @I, ®F) =

ac ac ac ac ry

1 ac 1 .
. e (”BMQI )(I @ ) = ST (ac,l;ac@(;_p@_l_r)(_{p@r!r))-

- —le( B ®1®x)=1’
8CT "ac ac rr P

1

1 ’ 1 .
By = mor XoX2 = wor Hp¥p ~“wer B O 8 E

c ac T
Zatem ér(p) fp =0

W podobny sposéb mozna wykazaé ortogonalnosé pozostaiych par
macierzy A.

Zakoriczylidmy dowéd idempotentnosdci i ortogonalno$ci macie-
rzy éi'

V. Wyznaczymy obecnie macierz kowariancji ¢ wektora obserwacji
y w postaci kombinacji liniowej operatoréw 2, lub kombinac ji
liniowej macierzy Ay (i=r(p),p,sp,ar(p),cp,acp,n) i B,. Zrazu
wyraimy §i§£ w zaleznodci od operatoréw P,.

Wobec

Pp = LELE)T L = 55 XX
uzyskujemy
(3-8-21) 5255 = ac Pr(p)

Podobnie mozna otrzymaé
(3.8-22) !353 = acr gp

Podstawiajgc (3.8.7), (3.8.21) i (3.8.22) do (3.8.13) i z uwagi
na (3.8.27) mamy po doéé drugich przeksztaXceniach
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2 2
(3.8.23) ¢ = (ac dr(p) = cdar(p))gr.'(p)"'c69.1!‘(1)) ga--"'(l-’) &

2 2 2
+créap ap"“écp cp*rdacp acp*

- (acrd2 cr62 -eu'd2 rdscp)Pp +62
Obecnie, korzystajgc z (3.8.16) wyznaczamy operatory w funkeji

1

macierzy 4; oraz 21 X3 T

742 Eprhe(p)

ar(p)™ar(p) Map*a*p*ir(p) 1 B hc*Eys

rcp-Acp+Ac+Ap+P1 Poc=hgotho*A +P,,

gpac Aacp ﬂ-p‘.Ap.’AOP‘..A +‘ﬂ. *A +P

®n Pprac =Ag Aa:r:(p)*‘:r(p)""s.cp ap""p""cp""‘c’uacMa"'P

éy=2n-21

*AptRys BgmAgtRys  BgpuAgptA tA Ry,

I, = r(p)*‘p"‘aﬂ;p ar(p)"'Ac""cp*‘acuacpﬂa’g

Stgd wobec (3.8.23) maciersz ¢ przybiera postaé nastepujgcej
kombinacji liniowej macierzy P, i A; form kwadratowych (sum
kwadratéw):

(3.8.24) ¢ = (acér(p)+aor 6§+ dz)g1+(ac6 f,(p)+ df)h-(p)*

2 2 2 2 2 2
+(acd +a.crdp+ de)épfo-(crd apt dar(p)* de)éa

r(p)

+

+(cr62 w62 +d )L +(cd +3 )‘a.r(p)

ar(p) ar(p)

#(ardz +82)a +(ard2 +a?)a, +(rd2 +62), +

cp e acp

2 2 2
"'(réncp*de)éacp*de 4 = WE 1" (p)ir(p)*
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A WA e ap  Var(p)h a-r(p)*' AotWophep?

WackectV acp= scp*‘é‘e " g;; widy

gisie w, (i=1,r(p),p,a,8p,8r(p),c,cp,8c,acp,e) sg wspéiczymni-
kani prsy meciersach A,.

Poniewas wasystkie w; sg résne od zers (g1=§1), wigc maciers

g: jest peinego rzedu i wobec tego

(3.8.2’) ¢-1 = 11 1— A = L P Y % Ap +
‘ i§=:1: Wy =i W, =1 r(p) (P) wp =
1 i il & b = oz i
" ig w‘p -ap+ e (D) éar(p)* W, Ayt Yep écp+
1
— f -“ -—]— A b oo A
Wao ~8C T Wooo Sacp - W, “e

Zatem wektor obserwscji y ma rozklad deny w (3.8.8), gdzie
)&i ;g 8§ okreélone odpowiednioc wzorami (3.8.9) 1 (3.8.24).
¥ ten sposéb szatozenia rozwaianego modelu (3.8.5) asgq juz kom-~
pletnie i explicite prsedstawione.

VI. Twierdzenie 3.8.2. Macierz kowariancji gZ orag maciersze

Ar(p)* Apr Lav Agpo Agr(p)e Aor Aops Bgor Bggp 1 4, SReInicdA
nastepujgce relacje

(3.8.26) éiz - 'iéi (i=x(p),p,8,ap,ar(p),c,cp,ac,acp,e)

gizsie w; wystepujg w (3.8.24).
Dowéd przebiega analogicznie jak dowéd twierdzenla 2.5.2.
Korzystajgc z (3.8.21) i (3.8.22) wyrazimy operatory rzutowe

.

P(B,)=R,,P[X,|=B, =& (X;X,)"" X (i=r(p),p,s,ap,ex(p),c,cp, a0,
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acp) jeko iloczyny kromeckerowskie

ey 1
By =P(B,) =3 E
. -1 . _
I’[5L'(1>)]’glt'(p)ggx'(p)(]-LJL'(1>)5(1>)) Lr(p)®
= —1—- 5 = L
ac Xr(p)¥r(p) = a0 acga‘,@ I
P[Xp]=P =_1_.%xp-L E ®I @ E
X o Jl iR 8°r gcaec P rr
B & S
(3.8.27) 1 P[—a]" Pa = orp Lefa = Trp c!cg:'[asrp!rp
1
P P =-— EQ®I_@®E
[—ap] “ap ; OB Tigp ¥ L
p[x 1= 1z @1
=ar(p)l” =ar(p) ~ ¢ =, arp
1
PDp= B T @ fR
[ c] IR W
1
PIX |=P =-1Q@EQ®I®E
[—cp] =op aF Sev = VSpo =,
1
P =iper Eios1..® “B
[ ac] ac ~ pr “ac™ =
2| J= Baep = Y1 ~on
i =acp]” =scp ~ T Zpac ©_=_

Twierdzenie 3.8.3. Jezelli y — N(u, ;ﬁ ), gdzie ¢ jest
postaci (3.8.24), to formy kwadratowe

I’éil
(3.8.28) . (i=r(p),p,a,ap,ar(p),c,Cp,ac,acp,e) oraz
I’ée! . 12
5 majg stochastycznie niezalezne rozkiady X' ( Vis Ay)
E

odpowiednio z liczbami stopni swobody réwnymi vr(p) = p(r-1),

vy, =p-1, V, = a-1,

P a Vap = (8=1)(p-1), Vgr(p) = p(a-1)(x-1),
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Vpmo=1, Vop=(0=1)(B=1), Vpo=(8=1)(e=1), Vo =(a-1)(e-1)(p-1)

(por.tablica (3.8.1)) 1 Ve = ap(c-1)(r-1) i parametrami nie-

centralnosci: ]‘r(p) IAP ]L lu-(p) Aacp =2 = 0,
erp Z“i crp(a-1) 62 =y gx'i arp(c-1) dg
Ag= —T_— _2_ v Ae= 2w, T fvo '

2
22 (4055 rp(a-i)(e-1)6 2,

Age = 2w . Ny ;

Dowéd: Wykorzystujemy argumenty ntyt‘o w dowodzie twierdzenia
2.5.3.

Wobec (3.8.16), (3.8.27) 1 (1.4.8) wysnacsamy licsby stopni
swobody analogicznie jak w dowodsie twierdzenia 2.5.4. Ssczegély
poni jamy.

Skorzysteamy z twierdzenia 1.5.1. Wynika = niego, e wobec

,T
idempotentnosci macierzy

b 4 '3&1!
w

i !—I(#,¢), forma kwa-

dratowa ma niecentralny rozkiad chi-kwadrat z parametrem

’
Ay
niecentralnoéci 11 = %1& 2

Niezaleznoéé stochastyczng form kwadratowych (sum kwadratéw) tj.
niezaleznoéé stochastyczng chi-kwadratéw wyklmjoly jak w twier-
dzeniu 2.5.4.

Twierdzenie 3.8.4. Jezeli y — l(# y 2= ), gdzie ¢ ma pos-
taé¢ (3.8.24), to wartosci ocsekiwane kolejnych form kwadratowych
%z ANOVA (por. tablica 3.8.1) s§ nastqpujgce
(3.8.29)  E(z'Ayy) =wgyuy + 2w Ay

(1=r(p),»,8,8p,ar(p),c,cp,ac,acp,e)
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gdzie wepéiczynniki .7&1 8§ parametrami niecentralnoéci chi-kwa-

dratéw (por.twierdsemie 3.8.3).

Dowéd: Skorzystajmy ze wsoru (1.4.9). Wobec (3.8.26) i tego,
ge tr(a,) = vi\‘ ugysku jemy

6(['511) = tr(éig ) ’}‘-”'51#'- tr('iéj.) ’F"é:l#"
= witr(éi) 0#,'&1,2,. v pi 0#'51#

Wobec (por.twierdsenie (3.8.3))
11 = ﬁé’:&

mamy ,_»‘51 Jo= 2wy Ay, & to dowodsi twierdsenia.

Prgedstawione cztery twierdzenia ninie jszego paragrafu pozwa-
lajgq zajgé siq¢ wysnaczeniem funkcji testowych F, dokXadnych lub
preyblizonych przy zaoieniu @jmici wspéXcesynnikéw w; oraz
Ay Na parametry modelu s§ naXozone roatrykc;]e.

Majgc wspéXczynniki niecentralmodci Ai oras npdlcsynnm
v, tworsymy funkcje testowe F dla weryfikacji odpowiednich hipo-
tez, wykorszystujqc twierdzenie 3.8.3, a w szczegélnosci postaci
wartodci oczekiwanych, saleinych od w, ktére z kolei zaleis od
macierzy kowariancji g A

Oto zeastawienie funkcji testowych:

A}
1. r(._1)(p_1);p(._1)(r_1) = v‘%y) \ dla hipotezy H:dsp =0

A/

l 2
2. "—13(&-1)(P-1) .p dle H:d‘ =0

Y

3+ ®o-1)(p-1)sap(c=1)(r=1) = Vf! dds n”’ﬁn" 9
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4. F sl wigrddgraa'y
© Pty (e-1)(p-1) = Vo LH

ee. g1 me2, =0
5 1'l(la.-1)(c-1);(a..1)(¢_1)(1,_1) = v::;» a Hig_ =

v
2
6. F(a-1)(c-1)(p-1);8p(c-1)(r-1) ~ Va: s BiCgep %

Wszystkie funkcje testowe sg dokZadne.
Daelszym zagadnieniem jest przedstawienie estymatoréw parame tréw
(por. Mikos [34]).

3.9. DoSwiadczenia wielokrotne metodg analizy wielu gmiennych

1. Doswiadczenia wielokrotne blokéw kompletnie zrandomizowa-
nych z niejednorodnymi big¢dami.

W przypadku gdy wariancje dla biedow zmieniajg sie od doswiad-
czenia do doSwiadczenia zalozonego metodg blokéw kompletnie zran-
domizowanych Califski [6] rozpatruje odpowiedni model mieszeny
podwé jnej klasyfikacji krzyzowej odmieany mie jscowosci dla
érednich po wszystkich blokach (powtérzeniach). Przedstawia przy-
blizone testy istotnosci F, wskazujgc na znaczenie pewnych mnoz-
nikéw €ps €3 i €, przy zmnie jezeniu liczb stopni swobody
spowodowanym nie jednorodnos$cig biedéw i korelacjemi obserwac ji y.
W cytowanej pracy podamno przykiad liczbowy dla 21 doswiadczen.

7 punktu widzenia teoretycznego przyblizone testy istotnosci
F oparto na metodzie Boxa [4], obejmujgcej szereg twierdzen dla
form kwadratowych z wielowymiarowymi zmiennymi o rozktadzie nor-
malnym.

2. Zaleznie od tego jak traktuje sig wybér lat i mie jscowosdci
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mozna w dodwiadczeniach (np. odmianowych) wielokrotnych rozpa-
trywaé model matémgtyczny staly lub mieszany.

¥ pracy Caliriskiego i wspéXautoréw [5] roszpatruje si¢ model mie-
szany analizy wariancji w przypadku danych zréwnowazonych dla
dwukierunkowe j klasyfikacji krzyzowej A XB, gdsie miejscowoéci
(A). lata (B) oraz interakcje AB traktuje sig¢ jako losowe.
Sktadowe wektoréw (odmiany) traktuje sie¢ jako staXe. Model ten
tj. model $rednich obserwowanych plonéw opracowano wykorzystujge
metode analizy wariancji wielu zmiennych. Odmiany potraktowano
Jako zmlenne przy podanych wyzej klasyfikacjach A i B. Wektory
‘efektéw giéwnych odmian w miejscowoSciach i latach oraz wektor
ich intersekcji i bigdéw sg niezaleznymi smiennymi losowymi ze
drednimi réwnymi zeru i pewnymi macierzami kowariancji. Hipotesy
weryfikowano testami P i A Wilksa. Dla weryfikacji hipotesy od-

nofnie odmian zastosowano test 12

Hotellinga. Przedstawiono
réwniez metodg Jej weryfikacji dla poszczegélnego prsypadku nie-
istotnosdci interskcji odmien z mie jscowodciami, bgdf odmian 2
latami.

Wskazano jak wektor maksymalnego kontrastu miedzy odmianami
mozne wykorzystaé do wartosciowania poszczegélnych odmian. Dla
wazysticich kontrasitéw zbudowano test S i przedsisX ufmodci
Scheffé go. Opracowano odpowiednie programy na s.m.c. dla przed-
stawione ] metody. W cytowanej pracy przedetawiono przykzad licsz-
bowy érednich plonéw nasion w g/ha pieciu odmian Zubinu z6Xtego
2z siedmiuv mile jascowoéci 1 siedmiu kolejnych lat.

Werto zauweiy , e skorzysiano z metody skiadowych giéwnyeh
do badania interskejli kontrasié7 odmisn z mie jscowodciami lub

z latemi.
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3. Analizq profilowg§ wielu zmiennych moina znalefé w pracy
Qﬂetlickiej-(}rﬂ,i [66] - oras Califiskiego 1 wspéisutoréw [71.

Cstatnia praca prezentuje metode wielu zmiennych dla épracowania
wynikéw dosdwiadczer z roSlinami wieloletnimi i wielopokosowymi.
Poza strukturg plonowania w podziale na pokosy i lata interesuje
nas zmiennoséé miqdzy poréwnywanymi obiektami jak i interakcja
pokoséw z latami. Nalezy zauwazyé, ze pokosy tych samych poletek
8§ z reguly skorelowane przy czym korelacje réznych par pokoséw
8§ na og6éx rézne. Skorelowane sg takze pokosy z kolejnych lat.
Z uwagi na wystepowanie tych korelacji nie mozna stosowaé anali-
2y Jjednej zmiennej. Pﬂoponuje sle¢ zastosowanie analizy wielu
zmiennych, przyjmujgc pokosy i lata jako zmienne. Takgq analize
doswiadczen z powtarzanymi pomiarami, gdy nie stawia sie zaZozen
0 braku korelacji lub o identycznej korelacji plonéw z réznych
pokoséw uzyskenych z tych samych poletek nazywamy analizg profi-
lowg (por.3wietlicka-Grala[67] i 3wietlicka-Grala i Domarski[68]
oraz Swietlicka-Grala i Grala [69]).

4. W pracy Caliriskiego, Czajki i Kaczmarka [6] poza wymagania-
mi ortogonalnodci zgda sig, aby liczba pozioméw losowych w kaz-
dej z obu klasyfikacji (lat i miejscowoéci) byta wieksza od licz-
by pozioméw stalych odmian. Dla ominigcia tych ograniczen Czajka
[12] skonstruowaz model mieszany, w ktérym kierunki o poziomach
losowych podlegajg nieortogonalnej klasyfikacji hierarchicznej.
Analize dla tego modelu (gdy liczba odmian jest wigksza od licz-
by lat) przedstawiono, wykorzystujqc metode wielozmiennej anali-
2y warieancji modelu losowego z dwomm kierunkami klasyfikacji
hierarchicznej (lata losowane oddzielnie dla poszczegblnych
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miejscowoéci), gdy poziomy trzeciego kierunku (odmiany) stanowig

skiadowe zmiennej losowej wektorowej.
Przedstawiono testy P, A Wilksa i T2 Hotellinga. Metode po-

stepowania zilustrowano przyktadami, ktére obliczono na emc
Odra-1204.
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